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ST

SUR LE SECOND THEOREME DE LA MOYENNE,

par M. P. MansioN, avec un Extrait d’une lettre de M. L. KRONECKER,
professeur & 1'Université de Berlin(*).

L.

Le second théoréeme de la moyenne est souvent appelé en Allemagne
Du Bois-Reymond's Mittelwerihsatz, parce que ce géometre, qui en fait
grand. usage dans ses recherches sur les séries et les intégrales de
Fourier, I’a publié (**) et démontré, le premier, dans toute sa genéralite.
Il peut s'énoncer ainsi, dans le cas des fonctions habituellement consi-
dérées en analyse élémentaire : « S% Fo est une fonclion non croissante
(C’est-d-dire constante ow décroissante) depuis &o jusqua X, on a, moyen-
nant certaines conditions sur lesquelles nous reviendrons plus bas,

@y X
cpa::i’a:+F)iS - o de, (1)

@y @y

%, élant une valeur convenablement choisie entre @, et X. »
Voicei, dans le cas des fonctions élémentaires, une démonstration de
ce théoréme (***). On a
X X x
V=S (Fe—Fa,) ox dv = q ow dw S 'y dy

Zy “ Ty &y

X
S Frozde = F.-z:us

&y

V étant le volume compris enire la surface qui a pour équation, en
coordonnées rectangulaires, 2 = ox F'y, le plan des @y, et les trois plans
représentés par & = &,, Y = &y, Y = @.

(*) Bibliographie : Ossian BoNnET, Journal de Lionville, 1849, t. XIV, pp. 249
et suivantes; P. pu Boys-Reymoxnp, Journal de Borchardé, 1868, t. LXIX, pp. 65
et suivantes; HaANKEL, Journal de Schlimileh, 1869, t. XIV pp. 436 et suivantes;
G. F. Mevew, Mathematische Annalen, 1873, t. VI, pp. 313-318; puis divers
manuels d’analyse infinitésimale, celui de M. Jordan, par exemple, t. I, pp, 89-91,
ou la démonstration est analogue A celle de M, Kronecker, mais sans les remarques
du §I1, 3.

(**) Par 'impression, bien entendu; car M. Weierstrass, comme le fait remar-
quer M, du Bois-Reymond, connaissait le second théoréme de la moyenne et Pavait
communiqué & ses auditeurs de I’Université de Berlin, avant 1869.

(***) Traduction géométrique de ’une des démonstrations données par M. P. du
Bois-Reymond, Journal de Borchardt, 1. c., p. 82.
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On peut exprimer V par une intégrale double ol la premiére intégra-
tion se fait par rapport & @, la seconde par rapport & . On trouve ainsi:

X X
Y= 5 F'y dy 5 oz da. (2)
@ ¥
L'expression F'y étant la dérivée d'une fonction constante ou déeroissante,

est toujours négative ou nulle. Done la derniére intégrale est égale a

X
5 uF'y dy — u(FX — Fa),

&y :
 désignant une valeur intermédiaire entre la plus grande et la plus
petite valeur de

X

S o de,

¥

lorsque g varie depuis @, jusqu'a X. Cette valeur moyenne peut, en
général, étre représentée par

X
5 o de,
@,
, étant une valeur de # convenablement choisie. On a done enfin
X X
5 (Fo — Fuo) oz de = (FX — Fm.,]S oz dz,

ou, apres quelques transformations évidentes,

X T X
S Fo oz de =qu5 ox de + FXS ox do.
@y T 2,
Les conditions d'existence de cette formule sont celles qui suffisent
pour la légitimité des opérations qui y ont conduit.
Remarques I. Si, est une valeur de # comprise entre z,et X et

telle que

X 2,
F}{S ¢z de = Fz, g ow dz,
Ly Ty
le second théoréme de la moyenne devient
X 2,
S Fz ox do = Fﬂﬁnj ox dz. (3)
@, @,
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II. M. P. du Bois-Reymond a fait remarquer(*) que le théoreme de
la moyenne sous la forme (1) peut se déduire de la formule (3), en rem-
plagant Fo, par fo — fX, fz étant une fonetion non croissante.

I1.

Ayant communiqué la précédente démonstration & M. L. KRONECKER,
T’éminent professeur attira notre attention sur la suivante, ou il utilise,
d’une maniére compléle, la célebre méthode de transformation des séries,
due & Abel(**), en I’appliquant aux intégrales.

1. Par définition

X
S F# 0 4 = litnesSn,
Ty
si
So=(2s— o) F @108 + (83— D) F 0303 4 +++ (X — Zen_s) Fon_1G&an,
By — Lo, By — Dy + ++y X — Tun_s étant 2 subdivisions égales ou inégales
de X — ,, tendant vers zéro avec %™, wo—4 désignant l'une des valeurs
de , de @ap_2 & Dak.
Posons
S = (@2 — %o) O@1 + (s — @s) G&5 + + -+ + (@ar — @2k -2) PL2k—1,
de sorte que
{mgk —= E.'rzj;_e) Dhag—y == S — S
On aura, par la transformation d’Abel,
Sn=8F21 + (82 — 81) F&s + (8, — 8o) Fas ++ + -+ 4 (80— $nt) Fan_y
=[8 (F.Tr; —Fm;) -+ SE(F.{ES— F&Fs) dee - 8ny {F&?zu_a—-Fﬁgu_l)] + 8 F%an_s,

et, 4 la limite,

X
S Fa Qw de = lim [31 (F$t _— Fﬂ?:,) —+= Sa (F:Ia'; —_— F..““'..-s) L
bl

= X
A gl (e o )] 4+ FX 5 oz 4. 4)

&y

(*) Zur Geschichte der trigonometrischen Rethen; eine Entgegnung. Tubingen,
1880, p. 59-60.

(**) Guvres complétes, nouvelle édition, 1881, t. I, p. 222, M. Ossian Bonnet n’a
utilisé cette transformation que d’'une maniére incompléte.
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Soient 7, M deux quantités, I'une plus petite, I'autre plus grande,
entre lesquelles les sommes sy, 8, ..., $a_t sont toujours comprises. On
aura

814 (F.’.‘u"; e Fﬂ.‘-s) -+ 8o (Fms — Fas) + +o+ + 8ns (Fa::..,,: — F®an_1)
> m[(Fay — Fas) + (Fo; —Fas) + «+ + (Fes — Fan_i)]
ou : '
m {F{Ei — Fﬂhn_i},
et
81 (Fo, — Fug) + 82 (Fa; — Fag) 4 o+ 4 Sy (FO2a 5 — Fa&an1)
<M (Fay — Faan_).

Donc enfin, en faisant 2, = &,, Z... = X,

X X
m[an—FX}+FX§ oz Ao <S Fz oz do
= Iy &y
X X
5 Fo ox de <M (Fz, — FX) + FX.S oT AT, (5)
@y Ty

Ces inégalités ne reposent que sur trois hypotheses, I'une relative a
Fz, savoir qu'elle n’est pas croissante de @, a X, I'autre relative aux s,
qui sont supposés finis; enfin, on admet I'existence des intégrales con-
sidérées.

2. Supposons maintenant, de plus, que #,, M, soient les valeurs
-
minima et maxima, et réellement atteintes par i‘intégrales 0% AT
'mﬁ
lorsque @ varie de &, & X. Il pourra arriver qu'il existe une valeur &,
bien déterminée, telle que
@
:”'
o d
Ty

(Fa, — FX) S

soit précisément égale a la valeur de

X X
q Fz ow do — FKS oz da,
&g @

comprise entre My (Foy — FX) et Mo (Fgo — FX). Dans ce cas, on
pourra écrire

X! X 2y
5 Fz oz do — FX g ox d = (Fz,—FX) S e dz,
Ty

&y “ &y
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ou, comme dans le § 1,

@ X

K .
S chpmdm:]?‘wﬂs ﬁ@xdm+FmS oz do.
&y

@y @

I,H'.

3, Mais il importe d’ajouter quelques remarques relativement a ces
nouvelles hypotheses, savoir l'existence du minimum m, et du maximum
M, et celle de la valeur &.

L'analyse précédente du n° 1, donne le théoreme de la moyenne sous
forme d’inégalités. Pour en tirer le théoreme sous forme d’une égalité,
il faut y introduire, comme on l'a vu plus haut au n° 2, une certaine
valeur moyenne @y dont la définilion exige plus qu’il n'est nécessaire
pour établir ces inégalités. Cependant ces inégalités, qui découlent immeé-
diatement de la transformation d'Abel, sufisent pour toutes les applica-
tions. On n’a peut-étre pas fait assez attention 4 ces distinctions que
nous venons de faire relativement au théoreme de M. du Bois-Raymond.

IIL.

Ajoutons & ces précieuses observations de M. Kronecker, deux remar-
ques, l'une sur la démonstration du § I comparée a celle du § II, 'autre
sur les inégalités dues 4 M. Ossian Bonnet.

I. Dans le cas des fonctions élémentaires considérées au §1I, la for-
mule (4) donne immédiatement la formule (2), en observant que

m!k
Sk = S q:.’i.-"d.\"'."r -+ E, Fayq — Fm“'l" = (Bt — u”.‘r'gk.|.|) E’ {ﬂ?i.& -+ E'r)
mﬁ
c ot ¢’ étant aussi petits que 1'on veut. On trouve, en effet, dans cette
hypothése,
X X Y X
S Fo oz de ==—S F'y dgfﬁ ox dz + FKS o de,

&y Ty &g Zy
relation qu'il est aisé de transformer dans la formule (2).

Mais, en passant ainsi des sommes aux intégrales avant d’avoir
enfermé l'expression étudiée entre denx limites, on voit que 'on est
forcé de supposer 1'existence de la dérivée F'y, ce qui n'a pas lien dans
la démonstration du § II, o l'on passe des intégrales aux sommes
aprés avoir assigné des limites & S,.
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II. Evidemment, si FX est positif,
; P4

oz 4z,

&y
X

MEz, > M (Fz, — FX) + FK.S or de;

&y

mFz, < m (Fo, — FX) + FX 5

done, d'aprés (5)
X
mBz, < S Fz oz de < MFz,, (6)

@y
inégalités que I'on renverserait si FX est négatif. M. Ossian Bonnet a eu
le mérite de les signaler, le premier, des 1849, comme une conséquence
de la transformation d’Abel appliquée aux intégrales. La démonstration
donnée par M. Kronecker prouve que l'on peut déduire de cette trans-
formation des limites plus rapprochées.

Des inégalités (6), on peut déduire 1'égalité (3), moyennant les hypo-
théses qui permettent de tirer (1) de (5); mais de (6) il ne semble pas que
I'on puisse tirer (5) par une remarque analogue a celle qui termine le
paragraphe premier.

XUNE EQUIVALENCE ALGEBRIQUE.

Extrait d’une lettre de M. L. ERONECEER.

. Dans la nouvelle algébre, dont M. Kronecker a posé les fondements
dans ses Grundzige einer arithmelischen Theorie des algebraischen
Grissen (Berlin, Reimer, 1882), le probleme fondamental & résoudre
consiste & représenter toute fonction entiére de &, sous forme d’un pro-
duit de facteurs linéaires, sans définir préalablement les grandeurs algé-
briques. L’éminent professeur y est parvenu, de la maniére la plus
simple et la plus compléte, dans les lecons qu'il a faites & 1'Université de
Berlin, pendant le dernier semestre, Voici, par exemple, d’aprés une
lettre de M. Kronecker, ’équivalence algébrique qui remplace la consi-
dération de | 2 :
P —2=@—%s")(@+iz+ LY (Z2—32+ 2%,

a un multiple prées de 26 + 108.

M. Kronecker va publier les considérations générales dont il a déduit
cet exemple. (P. M.)



