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1. Soit @ une grandeur prise & volonté. Si & cette gran-
deur on en ajoute une seconde qui lui soit égale, pour
ne former qu’un scul tout, on aura une nouvelle gran-
deur, qui sera exprimée par 2 . Faisant sur cette dernidre
grandeur une pareille opération, le résultat sera exprimé
par 3a, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite de

grandeurs
a, 2a, 3a, fa,...,

dont chaque terme nait du précédent, par une opération
qui est la méme pour tous les termes, et qui peut élre
répétée indcfiniment,

Considérons cette méme suite A rebours, savoir :

eeoy 4a, 3a, 2a, a.

On peut encore concevoir, dans cette nouvelle suite,

chaque terme comme déduit du précédent, par une opé-
Argand, I
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ration inverse de celle qui sert i la formation de la pre-
miére suite; mais il existe une dillérence notable entre
les deux suites : la premiére peut étre poussée aussi loin
qu'on voudra; il n’en est pas de méme de la scconde.
Aprés le terme @, on trouvera le terme o; mais, pour
aller plus loin, il faut que la nature de la grandeur @ soit
telle, quon puisse opérer i I'égard de o comme on I'a fait
A Pégard des termes . .., fa, 34, 2a, a. Or c'est ce qui
nw'est pas toujours possible,

Si @, par exemple, désigne un poids matériel, comme
le gramme, la suite des quantités . .., 4a, 3a, 24, a, o
ne peut étre continuée au dela de o; car on dte bien
1 gramme de 3, de 2 ou de 1 gramme, mais on ne san-
rait I'dter de o. Ainsi les termes qui devraient suivre o
ne peuvent avoir d’existence que dans I'imagination; ils
peavent, par ccla méme, étre appelés imaginaires.

Mais, au licu d’unc suite de poids matériels, considé-
rons les divers degrds de pesanteur qui agissent sur le
bassin A d’une balance qui contient des poids dans ses
deux bassins, et supposons, pour donner plus d’appui .t
nos idées, que les mouvements des bras de cette balance
soient proportionnels aux poids ajoutés ou retranchés,
cffet qui aurait lieu, par exemple, au moyen d’un ressort
adapté A l'axe. Si 'addition du poids » dans le bassin A
fait varier de ln quantité 2’ 'extrémité du bras A, Paddi-
tion des poids 27, 32, 4n,.,. occasionnera, sur cette
méme extrémité, des variations 22', 32', 42',, . ., et ces
variations pourront étre prises pour mesure de la pesan-
teur agissant sur le bassin A : cette pesanteur est o pour
le cas d’égalité entre les deux bassins. On pourra, en
ajoutant dans le bassin A des poids », 2r, 3a,..., ob-



-3 —

tenir les pesanteurs 2, 2n', 34,..,, on, en partant de
Ia pesanteur 32', obtenir, en retranchant des poids, les
pesanteurs 22, 2, o. Mais ces divers degrés penvent
étre produits non-sculement en enlevant des poids au
bassin A, mais aussi cn en ajoutant au bassin B. Or
l'addition de poids sur le bassin B peut étre répétie
indéfiniment; ainsi, en la continuant, on formeri de nou-
veaux degrés de pesanteur exprimés par —n', — a2,
- —3#',..., et ces termes, appelés aégatifs, exprimeront
des quantitds aussi réelles que les termes positils. On voit
donc aussi que, si deux termes, de signes différents, ont
le méme nombre pour coefficient, comme 37', — 32,
ils exprimeront deux états du levier tels, que Pextrémite
qui marque les degrés de pesanteur sera, dans I'un ct
dans Pautre, également éloignée du point 0. On peut con-
sidérer cet éloignement en faisant abstraction du sens dans
lequel il a lieu, et lui donner alors le nom d’absolu.

Considérons cncore dans une autre espéce de gran-
deurs la génération des quantités négatives. Si, pour comp-
ter une somme d’argent, on adopte pour unité le frane
matériel, on pourra opérer des diminulions suceessives
sur cette somme, et la réduire A zéro par la soustraction
d'un certain nombre de francs. Arrivé & ce terme, on
voit que la soustraction cesse d’étre praticable, ct que,
par conséquent, — 1 franc, — 2 francs,... sont des
quantités imaginaires.

Prenons maintenant le franc de compte pour unité, i
dessein d’évaluer la fortune d'un individu, laquelle se’
compose de valeurs actives ct de valeurs passives. Ce que
nous appelons diminution dans cette fortune pourra avoir
lieu soit par le retranchement d’un nombre de francs i

I.
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Pactif, soit par I'addition d’un nombre de francs au passif,
et, en poussant & un certain terme cette diminution par
I'in de ces deux moyens, on parviendra A une fortune
négative, telle que — 100 franes, — 200 francs,.... Ces
expressions significront que le nombre de francs des va-
leurs passives, considéré abstraitement, est plus grand
de 100, de 200,. .. que cclui des valeurs actives. Ainsi
— 100 francs, — 200 {rancs, . . .., qui n'cxprimaicut dans
le premicr cas que des quantités imaginaires, repré-
sentent ici des quantités aussi réelles que celles que dé-
signent les expressions positives.

2. Ces notions sont trés-¢lémentaires; néanmoins il
n'est pas si ais¢ qu’il pourrait le paraitre d’abord de les
étublir d’une maniére bien lumineuse, et d’y donner cette
généralité que demande leur application aux caleuls. On
ne peut d’aillenrs douter de la difficulté du sujet, si Pon
réfléchit que les sciences exactes avaient été cultivées pen-
dant un grand nombre de si¢cles, et qu’elles avaient fuit.
de trés-grands progrés avant qu’on edt acquis les veéri-
tables notions des quantités négatives, ct qu'on edt con¢u
la maniére générale de les employer.

Au reste, on ne s'est nullement proposé de donner ici
des principes plus rigourcux ou plus évidents que ceux
qu'on trouve dans les Ouvrages qui traitent ce sujet; on
a cu simplement pour but de faire deux remarques sur
les quautités négatives. La premicre est que, sclon Pes-
peee de grandeurs A laquelle on applique Ia numération,,
la quantité négative est rcelle ou imaginaire (*); la se-

") Le sens dans lequel on prend ces mots est suflisammert
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conde est que, deux quantités d’une espéce susceptible
de fournir des valeurs négatives étant compardes entre
clies, I'idée de leur rapport est complexe. Elle comprend :
1” Pidée du rapport numérique dépendant de leurs gran-
deurs respectives considérées absolument; 2° Pidée du
rapport des directions ou sens auxquels elles apparticnnent,
rapport qui en est I'identité ou I'opposition.

3. Maintenant, si, faisant abstraction du rapport des
grandeurs absolues, on considére les différents cas que
peut présenter le rapport des directions, on trouvera
«qu'ils se réduisent A ceux qu’offvent les deux proportions
suivantes

o B ol P Sl Y

. .

el ~—=110—17-+1I.

L'inspection de ces proportions ct de celles qu'on for-
mepnit par le renversement des termes montre que les
termes moyens sont de signes semblables ou différents,
suivant que les extrémes sont eux-mnémes de signes sem-
blables ou différents.

Qu’on se propose actuellement de déterminer It moyenne
proportionnelle géométrique entre deux quantités de signes

determiné par ce qui préeéde : Pextension qu'on donne jei a
leur siguification ordinaire parait permise, et d'ailleurs n'est
pas absolument nouvelle, Ce qu'on appelle, en Optique, foyer
imaginaire, par opposition au foyer réel, est le point de ren-
contre de rayons qui n’ont pas une existenee physique, et qui
peuvent, en quelque sorte, étre considérés comme des ruyons
népatifs.
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différents, c’est-d-dire la quantité 2 qui satisfuit & la pro-
portion

Ll sa il —ex —1.

On est arrété ici comme on I'a été en voulant continuer
au deld de o la progression arithmétique décroissante,
car on ne peut égaler & aucun nombre positif ou né-
gatif; mais, puisqu’on a trouvé plus haut que la quantite
négative, imaginaire lorsque la numération était appli-
quée & de certaines espéces de grandeurs, devenait réelle
lorsque 'on combinait d’une certaine maniére I’idée de
grandeur absolue avee 'idde de direction, ne serait-il pas
possible d’obtenir le méme succés relativement i la quan-
tité dont il s'agit, quantité¢ réputée imaginaire par I'im-
possibilité ot T'on est de lui assigner une place dans
I'échelle des quantités positives ou négatives?

En y réfléchissant, il a paru qu'on parviendrait i ce
but si I'on pouvait tronver un geanre de grandeurs au-
quel pat s’allier I'idée de direction, de maniére que, étant
adoptées deux divections opposées, 'une pour les valeurs
positives, Pautre pour les valeurs négatives, il en existat
une troisitme telle, que la divection positive fit & celle
dont il s’agit comme celle-ci est A la divection négative.

. Or, si 'on prend un point fixe K (fg. 1) et qu'on
adopte pour unité positive la ligne KA considérde comme
ayant sa direction de K en A, ce qu’on pourra désigner
par KA, pour distinguer cette quantité de la ligne KA
dans laquelle on ne considére ici que la grandeur absolue,
P'unité négative sera K1, le trait supéricur ayant la méme

destination que celui qui est placé sur KA, et Ia condi-
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tion & laquelle il s'agit de satisfaire sera remplie par I
ligne KE, perpendiculaire aux préeédentes et considérée

comme ayant sa direction de K en E, et qu’on exprimera
¢galement par KE. En effet, la direction de KA est, &
I'égard de la dircction de iﬁ:}. cc que cctte dernicre est i
Pégard de Ja direction de KI. De plus, on voit que cette
méme condition est aussi biea remplie par KN que
par KE, ces deux dernitres quantités étant entre clles
comme -1 ¢t — 1, ainsi que cela doit étre. Elles sont done
ce qu’on exprime ordinairement par -4y —1, — y—1.
Par une marche analogue, on pourra insérer de nou-
velles moyennes proportionnelles entre les quantités dont
il vient d’étre question. En cffet, pour construire la

moyenne proportionnelle entre KA et KE, il faudra tirer
Jaligne CKL qui divise Pangle AKE en deux partics égales,
et la moyenne cherchée sera KC ou KL. La ligne GKP
donnera également les moyennes entre KE ct KI ou entre
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KA ct KN. On obtiendra de méme les quantités KB, KD.

L

K¥, KH, KJ, KM, KO, XQ pour moycnnes entre Ka

ct KC, KC et KE,.. ., ct ainsi de suite. On pourra pa-
vcillement insérer un plus grand nombre de moyennes
proportionnelles entre deux quantités données, et le
nombre des constructions qui pourront résoudre la ques-
tion sera égal au nombre des rapports que présente lu
progression cherchée. S'il s’agit, par exemple, de con-

struire deux moyennes, KP, KQ, entre KA et KB, ce
qui doit donner lieu aux trois rapporis

KA :KP:: KP:KQ:: KQ: KB,
il faut qu’on ait
angle AKP = angle PKQ = angle QKB,

Ie trait supéricur indiquant que ces angles sont en posi-
tion homologue sur les bases AK, PK, QK. Or on peut y

Fig. 2. Fig. a2 bis.

\@ ,

k&
/

Parvenir de trois manidres, savoir, en divisant en trois
partics égales : 1° 'angle AKB; 2° I'angle AKB, plus une
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cireonférence; 3° I'angle AKB, plus deux circonférences,

Fig. 2 ter.

H
//
Qr—— --a....._:L._ A

l\lf 1
| /
~ P

ce qui donnera les trois constructions reprisentées par
les fig. 2, 2 bis, 2 ter (*).

m——

5. Observons maintenant que, pour lexistence des
relations qui viennent d'étre établies entre les quan-
tités KA, KB, KC,..., il n’est pas nécessaire que le dé-
part de la direction, qui constitue une partie de I'essence
de ces quantités, soit fixé & un point unique K; mais que

(*) Le principe sur lequel se fondent ces constructions, énoncé
d'une manicre générale, consiste en ce que le rapport de deux
rayons KP, KQ, faisant entre cux un angle QKP, dépend de cet
angle, lorsque I'on considére ces rayons comme tirés dans unc
certaine direction, ¢l que eo rapport est le méme que celui de

deux autres rayons KR, KS, faisant entre cux le méme angle;
mais, quoique ee principe soit, en quelque maniére, une exten-
sion de cclui sur lequel on établit le rappert géométrique entre
une ligne positive et une ligne négative, on ne le présente ici
que comme une hypothése, dont il restera i établir la Mégitimitd,
et dont, jusque-la, les conséquences devront étre conlirmeées par
une autre voic.
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ces relations ont également iicu, si P'on suppose que
chaque expression, comme Ke_\: désigne en général une
grandeur ézale & KA, et prise dans Ja méme direction,
comme K'A”, K"A”, K"A”, BK,... (fig. 3).

Fig. 3.
K. A
P

K” »

—— |
i K" K A" A

£2n effet, en suivant, i Pégard de cette nouvelle espéce
de grandeurs, les raisonnements qui ont été faits plus
haut, on verra que, s KA, K'A', K"A”,... sont des
unités positives, AK, A, W,. .. seront des unités
négatives; que la moyenne proportionnelle entre -1
et — t pourra étre exprimée par une ligne quelconque,
¢gale aux précédentes, perpendiculaire & leur direction,
et qu'on pourra prendre & volonté dans I'un de ses deux
sens, et ainsi de suite. On peut, pour aider les iddes & se
fixer, considérer un cas particulier, comme, par exemple,
si T'on désigne par KA une force déterminée prise pour
wnitd, etdont P'action s’exerce sur tous les points possibles,
paralltlement & KA ct dans le sens de K & A, cette unité
pourra étre exprimée par une ligne paralléle & KA, prise
a partic d'un point quelconque. L'unité négative sera
une foree ¢gale en action, ct dont I'effet a licu paralldle-
ment & la méme ligne, mais dans le sens de A 4 K, et
pourra parcillement étre exprimée par une ligne partant
d'un point quelconque , laquelle sera prise en sens con-
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traire de Ia précédente. Or il suffit que les qualités de
positives et de négatives, que nous attribuons aux gran-
deurs d’une certaine espéce, dépendent de directions op-
posces entre lesquelles il en existc unc moyenne, pour
quon puisse y appliquer les idées développées ci-devant
il'égard des rayons partant d’un centre unique, et con-
cevoir, entre toutes les lignes qui représenteront une telle
espéce de grandeurs, les mémes relations qu’ont offertes
ces rayons,

G. En conséquence de ces réflexions, on pourra géné-

valiser le sens des expressions de la forme AB, CD, KP,...,
ct toute expression pareille ddsignera, par la suite, une
ligne d’une certaine longueur, paralléle & une certaine
direction, prisc dans un sens déterminé entre les deux
sens opposés que présente cette direction, et dont I'ori-
gine est & un point quelconque, ces lignes pouvant elles-
ménies étre I'expression de grandeurs d’une autre espéce.

Comme cllesdoivent étre le sujet des recherches qui vont
suivre, il est & propos de leur appliquer une dénomina-
tion particulicre. On les appellera lignes en direction ou,
plus simplement, lignes dirigées. Elles seront ainsi dis-
tinguces des lignes absolues, dans lesquelles on ne con-
sidére que In longueur, sans aucun égavd i ladirection (*).

(*) L’expression de lignes en direction n'est qu'une abréviation
de cetie phrase : lignes considérées comme appartcnant é une cer-
taine direction. Cetlo remarque indigque qu'on ne prétend point
fonder de nouvelles dénominations, mais qu’on emploic cette
fagon de s’exprimer soit pour éviter la confusion, soit pour ahré-
ger le discours. C
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7. En rapportant aux dénominations d’usage les di-
verses espéces de lignes en direction qui s’engendrent
d’une unité primitive KA, on voit que toute ligne pa-
ralléle 4 la dirvection primitive est exprimée par un
nombre réel, que celles qui lui sont perpendiculaires sont
exprimées par des nombres imaginaires ou de la forme
== ay—1, et, enfin, que celles qui sont tracées dans une
direction autre que les deux précédentes appartiennent
dla forme 2= a == 4 \/—1, qui se compose d’une partie
réelle et d’une partie imaginaire.

Mais ces lignes sont des quantités tout aussi réelles que
I'unité primitive; elles en dérivent par la combinaison de
I'idée de la direction avec l'idée de la grandeur, et clles
sont, A cet égard, ce qu'est la ligne ncégative, qui n’est
nullement regardée comme imaginaire. Les noms de réel
ct d'imaginaire ne s’accordent donc pas avec les notions
qui viennent d'étre exposées. Il est superflu d’observer
que ceux d’impossible ct d’absurde, qu’on rencontre quel-
quefois, y sont encore plus contraires. On peut d’ailleurs
s’étonner de voir ces termes employds dans les sciences
exactes autrement que pour qualifier ce qui est contraire
A la vérité (*).

Une quantité absurde scrait celle dont l'existence en-

(*) 11 y a eu unc époque oit, conduits par la force de la vérité

a admettre, dans Ies quantités abstraites, des valeurs négatives, les

(zéomeétres, ayant apparemment quelque difliculté a imaginer

*que moins que rien pit dre quelque chose, donnérent le nom de’
Sfausses aux valeurs dont il s'agit. Ce mot cessa d’¢tre employé

dans le scns qu'on y avait attaché, lorsqu’on eut reclifié les pre-

midres idées qui avaient donnd licu & cette dénomination vicicuso.



trainerait la vérité d’une proposition fausse : telle serait,

par exemple, la quantité z qui satisferait i la fois aux

deux équations 2 == 2, » =3, d’oll s'cnsuivrait 2 = 3.

En admettant unc pareille quantit¢ dans le calcul, on ar-
‘riverait 4 des conséquences aussi contradictoires que

Péquation 2 = 3 ; mais les résultats obtenus par Pemploi
- des quantités dites imaginaires sont en tout conformes &
ceux qu'on déduit des raisonnements dans lesquels on ne
fait usage que de quantités réelles. On pouvait donc pres-
sentir un vice dans les dénominations qui plagaient dans
la méme classe les quantités vraiment absurdes et les
racines d’ordre pair des quantités négatives, et c’est le
sentiment secret de cette inconvenance qui a été le pre-
mier germe des idées qui recoivent leur développement
dans cet Essai (*). Nous sommes donc conduits & cm-
ployer d’autres dénominations.

Observons que, quoiqu’il existe une infinité d’espéces
différentes de lignes dérivées de l'unité primitive, on ra-
mcne, dans la pratique du caleul, et par les moyens dont
nous nous occuperons bientét, toutes les lignes en di-
rection aux espéces KA, KC, KB, KD. KA est I'unité
primitive ou positive; KC est I'unité négative; KB et KD
sont les unités moyennes ( fig. 4).

De plus il convient d’embrasser sous un méme nom
les espéces opposées, positives et négatives réciproques.
La réunion de deux espéces ainsi relatives formera up

(") 11 est presque superilu d’observer qu'on ne parle ici que
de la confusion qui existe dans les mots, et qu'on ne dit point
que cette confusion soit aussi dans les idces.
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ordre. Nous appellerons ordre prime celui que composent
I'espéce primitive KA et sa négative KC, et ordre mc-

Tig. 4.
B

D

diane celui qui contient les espéces moyennes KB et KD.
Nous dirons aussi quantité prime, quantité médiane,
pour quantité de lordre prime, de 'ordre médiane. Ces
dénominations sont tirées de la génération de ces quan-
tités et de Ia maniére dont nous en concevons I'existence.
On pourra donner le nom général d'intermédianes a
toutes les autres, qu'il n’est pas nécessaire de désigner
particuliérement (*).

(*) Il a été remarqué plus haut que les rapports qu'on dit
exister entre les lignes, en veriu des directions auxquelles clles
apparticnnent, ne peuvent étre regardés, quant a présent, que
comme hypothétiques. On est done fort éloigné de prétendre que

« Ies dénominations proposées danscet article soient propres & rem-
placer celles que l'usage a consacrées; si on les emploie iei, c'est
qu’en général il convient d’éviter de se servir de termes dont la
signification propre soit contradictoire avec les idées qu'on veut
exprimer, méme lorsqu'il s’agit de supposition.
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8. On pourrait aussi, d"aprés les idées qui précédent,
modifier I'expression des quantités dites imaginaires, de
maniére & donner plus de simplicité & cette partie de Ia
notation,

Lorsqu’on écrit + @\/—1 ou —ay—1, on indique
explicitement la génération de la quantité y/ —1, c¢ qui
peut étre bon dans certains cas; muais, pour lordinaire,
on fait abstraction de cette géndration, et y—1 n’est
autre chose que P'espéce particuliére d’unité i laquelle
sapplique le nombre a. Il n’est donc pas essenticllement
nécessaire de rappeler aux yeux cette génération. D’ail-
leurs V'expression @y —1 présente \/:-; comme un fac-
teur qui multiplie @; mais, au fond, y’_—_l, dans @ \/?:_f,
west pas plus un facteur que —+1 dans 4-a ou —1
dans — a. Or on n'écrit pas + 1.2, —- 1., mais sim-
plement + a, — a, ct le signe qui précéde « indique lui-
méme quelle espéce d’unité exprime ce nombre. On peut
donc employer un moyen semblable relativement aux
quantités imaginaires, en derivant, par exemple, ~ a
et + @, au lieu de --ay—1, — ay—1, les signes ~
et <+~ étant positifs et négatifs réciproques.

Pour la multiplication de ces signes, on observera que,
multiplids par eux-mémes, ils donnent —, et que, par
conséquent, multipliés 'un par Pautre, ils donnent --.
On peut, d’ailleurs, établir une régle unique pour tous les
signes, qui s’étend i un nombre quelconque de facteurs.

Qu'on affecte la valeur 2 & chacun des traits droits,
soit perpendiculaires, soit horizontaux, qui entrent dans
les signes & multiplier, et la valeur 1 & chacun des traits
courbes : on aura, pour les quatre signes, les valeurs sui-
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vantes @
~ " ¥,

il

k]

"':" :3!
—:‘ _.‘:4.0

Cela posé, on prendra la somme de la valeur de tous
les facteurs, ct I'on en retranchera autant de fois 4 qu'il
serd nécessaire pour que le reste soit un des nombres 1,
2, 3, 4; ce reste sera la valeur du signe du produit; ct
parcillement, pour la division, on retranchera la somme
des traits du diviscur de celle des traits du dividende, &
laquelle on aura ajouté, s'il le faut, un multiple de 4, ct
le reste indiquera le signe du quotient. Il est & remarquer
que ces opérations sont des multiplications et divisions
par logavithmes; cette analogie se metira dans un plus
grand jour.

Ces nouveaux signes abrégeraient Ia notation (*) et
rendraient peut-étre plus commode le calcul des quantités
imaginaires, dans lequel il est quelquefois facile de com-
mettre des erreurs relativement aux signes (**). On en

{*) La quantité m —+n y—1 s’exprimant par m ~ n, ou par
m =~ n, I'un des signes ~ ou —~ tiendrait lieu des quatre signes
ty V’y =y "

(**) Qu'il s'agisse, par exemple, de multiplier —my—¢ par
+ ny—¢d. Le produit des denx coeflicients est -— ms; celui des
deus radicaux est — ¢yd; enfin le produit final est + mne\d. Par
les nouveausx signes, les deux quantités @ multiplier s'exprimeraient

par ~ mye, <~ nyed, on par <~myé, ~ nyed, ct, au moyen
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fera usage dans ce qui va suivre, sans prétendre pour
cela qu'ils méritent d’étre adoptés. On ne se dissimule
point qu’il y a un inconvénient inhérent i toutes les inno-
vations, méme i celles qui sont fondées en riison; mais
on ne perfectionnerait rien, si on les rejetait par cela seul
qu’elles blessent les habitudes, et il est au moins permis
d’essayer, '

9. Nous allons maintenant examiner les différentes ma-
niéres dont les lignes dirigées sc combinent entre clles
par addition et multiplication, et déterminer les constine-
tions qui en reésultent,

Supposons d’abord qu’on ait i ajouter i la ligne prime
positive KP (fig. 5) la ligne également prime positive KQ;

Fig. 5.

PR

b

Ko Q

Ia construction ne différera point de celle qui scrait em-
ployée pour trouver la somme des lignes absolues KP,
KQ; clle consiste & prendre sur le prolongement de KP
la longueur PR = KQ, et la somme cherchée sera KE.
On aura done

de Ia régle des lignes, on obtiendrait immédiatement - smne e,
Cot avantage, si toutefois ¢’en est un, serait nul pour un ealeu-
lateur exereé, qui lit un produit & Ia simple inspection des fac-
curs ; mais tout le monde n'a pas cetle faculté,

Argand, 2
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Pour ajouter & une ligne prime négative PK une autre

ligne négative QK, la construction se fera comme ci-
dessus, mais en sens inverse, et on aura

En général, s'il s’agit d'ajouter deux lignes de la méme
espéee Xﬁ, :\—(3. on prendra, dans la direction qui appar-
tient & celte espéce, PQ = AB, QR == AC, et on aura

F—Q- == 6.“.- e ﬁ == :1_(3 ey [;I_L
il s'agit d’ajouter & I ligne positive KP la ligne né-

gative QK, on prendra, & partir du point P et dans le sens
négatif, I'S == QK, et 'on aura

KP - OK == K8 = QP
J1 en serait de méme pour un ordre quelconque.

Or le priucipe de ces constructions est de regarder e

point d’arrivée P de la ligne KP comme le point de dé-
part de Ia ligne & ajouter, et de prendre respectivement,
pour points de départ et d'arrivée de la somme, le point
de départ de KP et le point d"arrivee de la ligne & ajouter.
En appliquant ce méme principe aux lignes des autres
ordres, on conclura que, les points K, P, R étant quel-
conques, on a toujours

KP -+ PR = KR;

¢t, comme chacane des lignes KP, PR peut également étre
la somme de deux lignes, comme KM =+ l\_I'ﬁ, PN -- EI‘:,
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les pomnts M, N étant  volonté, on tirera de li cette con-
clusion générale, que, A, B; M, N, O,..., R, §, T étant
des points quelconques, on a

AB=AM +MN+-NO4-0... +.....
- ...R -+ RS 4 ST = TB.

Les points A, B, M,. .. peuvent coincider, ou étre telle-

ment pluacés que les lignes AM, MN,. . . passent plusicurs
fuis par la méme trace, sc croisent cntre clles, ete. Toutes
ces circonstances sont indifférentes (*).

10. Toute ligne en direction peut ainsi étre décom-
posée d’une infinité de maniéres.

Veut-on, par exemple, décomposer la ligne KP (fig. 6)

Fig. G.

en deux parties, Pune de I'ordre KA, l'autre de I'or-
dre KB : on tirera, sur KA, PN paralléle & BK, et on

{*} Cette rigle est conclue par voie d'induction, ct il faut lui
appliquer ce qui a été dit, n® 4, note (*), relativement aux rap-
ports géomdtriques des lignes dirigdes.

2.
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auara

ﬁ:fiﬁ-{- NP.

On aurait pu dgalement tirer PM paralléle i KA, et on
anrait eu

KP=: KM - MP;
mais ces deux expressions sont identiques, car KM =Np

et KN = MP. Ainsi, comme il n’y a que ces denx ma-
ni¢res d'opérer la décomposition proposée, on en con-
clut que, si A et A’ sont de T'ordre @, B et B’ de I'or-
dve b, a étant différent de b, et que Yon ait I'équation

A4-B=A"-- D/,

il en résulte les deux équations A = A', B=D".

11. Passons & la multiplication des lignes dirigdes. et
proposons-nous d’abord de construire le produit KB >< KC

Fig. 7-

(fig. 7), dont les facteurs sont des unités non primes.
Soit pris angle CKD = angle AKB.
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Daprés ce qui a ¢té dit plus haut, n° %, note (*}, on
aura
KA : KB :: KC:KD,

d’olt
mais
_K:.-: 1,
donc
ﬁﬁxﬂ:ﬁ.

Ainsi, pour construire le produit de deux rayons diri-
gés, il faut prendre, & partir de Porigine des arcs, la
somme des deux ares qui appartiennent i ces rayons, ct
lextrémité de l'arc-somme déterminera la position du
rayon-produit : ¢’est encore une multiplication logaritl-
mique. Il n’est pas nécessaive de montrer que cette régle
a licu pour un nombre quelconque de facteurs.

Si les facteurs ne sont pas des unités, on pourra les
mettre sous la forme m. KB, ».KC,..., m. n,... étant
des coeflicients ou lignes primes positives; ct le produit
sera

(mn...).(KB.KC...)=(mn...).KP.

Or le produit de la ligne prime positive (me. . .) par le
rayon KP n’est autre chose que cette méme ligne tirée
dans la direction de ce rayon.

La division s’opérera par une marche inverse, qu’il.
serait superflu de détailler.

12. Avec ces régles, on opérera une construction quel-
conque des lignes dirigées, comme on pratique celles des
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lignes absolues. On peut maintenant passer i quelques
applications des principes qui viennent d’étre exposés, et
on énoncera d’abord quelques conséquences immédiates,
qui sont de nature it avoir un emploi plus fréquent.

Fig. 8.

N!

§ 1. Si AB, BC,..., &N (fig. 8) sont des arcs égaux
au nombre de 7, et qu’on fasse

KB =z,
on aura

I-{-C == u?,

KD = ul,

....... ’

KN = u"

§ 2. Si Yon trace les arcs inférieurs AB', B'C/,...,



E'N’, on aura

KB = -,
i
L]
Ig. ’:;;)
........ s
— !
m’ﬁ;‘;'
§ 3. Done
N
KB _
K
<
T
........ ,
KN,
™

§ 4. Si I'on prend, sur des rayons correspondants,

K.;i — Kﬁ‘,
Ky= Ky',
K¢ =K3d',

les longueurs K@, Ky, Kd,... étant A volonté, on aura
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§ 5. Si 'on construit sur les rayons KA, KM, KN,
considérés comme bases, des figures dgales et semblables,

ct que @, m, n soicnt des lignes homologues, on aura

;;::;;)(R_if,
n =a > KN.
d’'vi

KM KN

§ 6. MN étant un arc pris dans un licu quelconque
de la circonférence, il peut étre quelquefois commode de
désigner, en général, par X.MN le rayon en direction
tiré par 'extrémité B de I'arc AB = MN, A étant tou=
jowrs Torigine des ares. On aura ainsi

K. MN < K. PQ = K.(MN + PQJ,

ct
T ———
MY K (NN —BQ).
KPQ
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§ 7. Si KB est Pespéce a laquelle appartient une ligne
en direction PQ, on a

F(S:PQXE-B;

car on peut regarder la ligne absolue PQ comme prime
positive,
§ 8. Si I'on a I'équation

r.PQ = r". NN,

r', r étant des rayons en direction inconnus, et PQ,

DN des lignes de méme espéce ou des lignes absolues, il
s’ensuit que

et, par conséquent,

I’ﬁ —=DMN, ou IQ =DNMN.

13. Soient maintenant AB, BC,..., EN (/fig. 9) dcs
arcs égaux au nombre de 7; ona

KN =KB+;
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mais

KN=Kv--sN, et KB= B+pB;

done

Ko -+ oN = (KB + BB)".
Faisons I'arc AB == a, et par conscquent AN = ra,

~=cosa, Ky =cosna,

| 2l

PB= ~sina, wN:== ~ sinzna;
I’équation précédente devient

cosna ~ sina = (cosa ~ sina)".
Ce théoréme, cxprimé, avec la notation ordinaire, par
_— —_— A
cosna ==y —1.sinna == (cose == \/—1.sina)",

est fondamental dans la théorie des fonctions circulaires;
entre autres usages, il sert & exprimer en séries les va-
leurs de cos ct sinz, : -

En développant le binéme, séparant les termes d’ordre
différents, et divisant par ~ 1 I'équation donnée par les
termes médianes, on a l'expression de cosza et sinrna;
faisant ensuite #ne — 2, et supposant que » augmente et
que @ diminue indéfiniment, # restant constant, on ob-
tient, par les limites,

os . a? v ax b
O o= — — - - 'R
¢ 2 T334 2.5.4.56 """

xs ]

- .. .
2273348 234565

sing == a —
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14. De KN == KB" on tire

KB=K

i!
ou

R-E'-l-f;ﬁ:(i(: —i—-;ﬁ)ﬁ

/1
R | '
ni\n —_— - ey

:E;K_i..ii'{-;ﬁ_'.;ﬁ_,.______..._.[g,n N
n 2
t 1 1
;;(r‘) (;“2)_'.~ —
== Kv® yN -
2.3

!
Zl
==
-
L
]
| =
-
|
=1
—_
==
!
-
~—
—
2]
—
~—
-

n Ky 2 Ky
1 (I ) (1_2) _
-E—E-E n -(ﬂ)‘,_‘_ .
2.3 Ky

Substituant les valeurs précédentes et faisant attention
(Jue

sN ~ sin na

Ky  tosna

—= ~ tang na,

on effectuera la séparation, et I"équation provenant des
;e . - n

termes meédianes, étant mulnphée par - = <+ n, don-

nera, par la méme supposition qui a été faite plus haut,

tang?2~  tangdx  tang'a
LS ang g

3 5.__.__._.'} - saew

m:tang.r-—
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135. Soient ( fig. 10) les arcs AB = a, AC = b. Qu’on

Fig. 10.

prenne CD = AB, on avra (n°11)

KD = KB < KC;

mais

KD =K& + 8D = cos (a + b) ~ sin (a -+ b),
KB =K + §B = cosa ~ sina,
KC=Kg +yC=cosb ~ sinl;

done

cos(a - &) ~sin(a + b, = (cosa ~-sina) (cosb ~ sind).

En effectuant la multiplication du second membre ct
séparant les ordres, on a

cos (@ + b) = cosa cosb — sina sin b,

sin (@ -+ b) == cosa sin & -I- sinacosb
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