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RECHERCHES

SUR LE DEGRE DES EQUATIONS
‘ RESULTANTES

DE L’EVANOUISSEMENT DES INCONNUES,

Et fur les moyens qu'il comviemt d’employer
pour trowver ces Equations.

Par M. BE£zouT.

L E s Recherches dont je vais expofer les réfultats dans ce
Mémoire, doivent: naitfance & celles dont je continue
de m'occuper fur la réfolution algébrique des équations; quelque
youte quon prenne pour réfoudre ce dernier probléme, on au
toujours & éliminer plufieurs inconnues dont les rpports feront
exprimés par des équations plus ou moins éevées; ceft donc
préparer les voies que de travailler & perfectionner les méthodes
d’dlimination; & y parvenir, le probléme quon doit
fe propoler eft, ce me femble, de determiner & quel degré
doit monter I'equation refultante de I'dlimination : en effet, cette
connoiffance une fois établie, on a, fi je puis m'exprimer ainfi,
la pierre de touche a laide de laquelle on peut juger du méite
des méthodes qu'on fe propofe d'employer pour éliminer.

Si les méthodes d'élimination navoient d'autre utilité que
leur application 2 la réfolution algébrique des équations, je me
ferois contenté de ce qui peut avoir rapport A ce demier objet
& je Taurois réuni avec ce que jai pu trouver jufqu’d préfent
fur cette matiére; mais ces méthodes ont une application beau-
coup plus étendue & telle qu'elles deviennent indifpenfables dans
tous les problémes ot il y a plus d'une inconnue. En effet,
fi on a des méthodes pour réfoudre, par approximation , les
problémes déterminés Jorfquon n'a quune feule équation, on

nen
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ren a pas de méme pour les réfoudre. par- approximation
Jorfque les relations des inconnues, qui en tP:l; Tobjet, reftent,
pour ainfi dire, difperfées dans plufieurs équations; ainfi quand
méme on feroit condamné pour toujours 4 réfoudre par appro--
ximation, les méthodes d’élimination n'en feroient pas moins
indifpenfables. ' : ’

Mais pour ne point enveloppér dans mon travail ce qui
t appartenir 4 dautres, je crois devoir donner un tablean
de Péat préfent de Tanalyle confidérée relativement 3 cette

ie. :

M. Newton eft le premier, je penfe, qui ait donné des
méthodes générales pour &iminer les inconnues : ces méthodes
- sappliquent avec fuccésdun certain nombre d’exemples choifis ;
mais lorfqu'on les applique 3 des degrés un peu élevés, elles
conduifent 3 des équations qui, 3 la vérité, renferment les
racines utiles au probléme, mais qui en admettent en méme
temps d'inutiles, & cela en nombre d'autant plus grand, quele
nombre des équations & le degré de chacune deviennent plus
devés : cet inconvénient: fait naitre deux difficultés ; celle
de déméler les racines utiles d’avec les inutiles, & celle d'étre
obligé fouvent d'abandonner comme intermimble un calcul
qu'avec une autre méthode on peut conduire 3 fa fin.

Ces difficultés ont frappé M.™ Euler (a) & Cramer ('8),
& Pun & l'autre de ces deux favans Analyftes y ont a
reméde, mais uniquement pour le cas ou l'on n'auroit que
deux équations & deux inconnues; les méthodes qu'ils ont
données font trés-dignes de la fagacité de leurs auteurs, & je
naurois pas éé tenté d'ea chercher de nouvelles fi elles euflent
 é&é également applicables 3 un -plus grand nombre d'éqations ;
mais telle eft la naure de ces méthodes, quelle exige .que
pour éiminer on: compare Jes équations deux i deux: or on
verra dans la fuite de- ce Mémoire, que ce procédé conduit 3
des équations beaucoup plus élevées quil ne faut, & pour n'en

(a) Mémoires de P Académie dé¢ Berlin, année 1748. S
’ (b)"d:;:trodu&iqn i PAnalyfe des lignes cou‘rbes. algébriques, dan‘:
wMém. 1764 o - Qo
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citer quun exemple, qui certainement n'eft pas le plus frappant,
fi fon a trois équations du 3.° degré, par exemple, & quon
dimine par la comparaifon des équations deux a deux , Yéquation
fnale fera du 81.° degré; cependant nous verrons quelle ne
. doit pas paffer le 49.° :

La méthode de Newton n'exige pas, 4 la vérité, quon
dimine par la companaifon des équations deux a deux ; mais
elle n'en a pas pour cela aucun avantage fur celle de M.™ Euler
& Cramer, dans le cas ou Ton a plus de deux équations;
au contraire, elle fait encore acquérir 3 f'équation finale de
nouveaux facteurs inuiles. ‘

Mais ce qui rendra encore plus fenfible e befoin que Ton
a de méthodes d’élimination, ceft fa réflexion fuivante.

Tant quon na que deux équations & deux inconnues , de
quelque maniére quon s’y prenne pour éliminer, on parviendra
3 une équation qui, i elle eft plus élevée qu'elle ne doit ére,
aura un divifeur ; a la vérité le travail quil faudra faire pour
trouver ce divifeur, fera de nature, dans plufieurs cas, i rebutes
le Calculateur le plus intrépide; mais enfin il eft trouvable:
it n'en eft pas de méme quand, ayant plus de deux équations,
on éimine enlés comparant deux 3 deux; quand on ne feroit
monter chaque équation réfultante de I'évanouiffement dune
inconmue quau degré précis ou elle doit monter, en vain
chercheroit-on dans chacune le divifeur qui, en les abaiffant, -
feroit que F'équation finale feroit d'un moindre degré; aucune
naura de divifeur; ce ne pourra ére quen les comparant
entrelles quon trouvera une équation qui aura en- effet un
divileur; mais quel eftle fit qui conduiroit dans ce labyrinthe?
Ceeft ce quil n'eft pas aifé de déterminer : heureufement on
peut sen pafier, en employant les méthodes que nous propofons
dans ce Mémoire. Je crois donc’ pouvoir dire, qu'excepté le
cas ou fon m'a que deux équations, on n'a pas de méthode
certaine pour conduire équation finale direftenent an degré
gu'elle ne doit pas paffer, non plus que pour déterminer que
oit é&tre ce degré. '

Ce font - i les deux objets que je me fuis propolé dans
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ce Mémoire. Quoique les ¢quations 3 deux inconnues aient
éé uaitées, j'ai penfé qu'il ne fereit pas inutile de revenir fur cet
objet, non que je prétende décider ma méthode préféable
a celle que M.” Euler & Cramer ont donnde pour ce cas. feu-
lement, mais parce que cette méme méthode éant uniforme,
jai cru me rendre plus clair en fortifiant l'amalogie par la réunion
de ce cas avec les autres, & en méme temps parce que dans
on travail auffi Jong que Teft fouvent celui de Félimination,
neft pas inutile de multiplier les méthodes fur lefquelles les
Calculateurs peuvent porter leur choix. :

Je réduis, dans ce Mémoire, tout le travail de T'élimination ;
3 quelque degré que montent les équations, je le réduis, disje,
3 dliminer des inconnues au 1. degré; il n'y a encore que
fort peu de temps quon a une méthode pour trouver la valeur
des inconnues dans les équations du 1. degré d'une maniére
fimple & fans que cette valeur foit compliquée de quelque
facteur inutile; quand ces équations ont toute I3 généralité dout
elles font fufceptibles, la méthode ordinaire les donne fous une
forme plus compliquée qu'elles ne font réellement.

M. Cramer a donné une régle généiale pour les exprimer
toutes débarafiées de ce facheur: jaurois pu m'en tenir & cette
régle ; mais Tufage m'a fait connoitre que quoiqu'elle foit aifez
fimple, quant aux lettres, elle ne l'eft pas de méme i I'égard
*des fignes lorfquon a au-deld d'un certain nombre d'inconnues
i clculer; jai’ donc cru devoir revenir fur cet objet. Il me
‘femble avoir téduit le travail & n'exiger d'autre attention que
celle qu'il faut pour écrire des lettres : quoique le lemme fuivant,
-qui fa renferme, ne I'énonce pas exprefiément, il fera facile
de l'en déduire; je ne crois pas devoir m'y arréter, n'ayant
‘pas tant & calculer ces inconnues elles-mémes que le réfultat
«de leur fubftitution dans 'une des équations, & c'eft proprement
e que renferme ce méme lemme. Je me bome, dans ce
Mémoire,, 3 éliminer les inconnues dans les équations de
différens degrés, Tune aprés fautre : frle teré}ps me permet de
pouffer plus foin mes recherches,. je ne-défelpére pas d'ajouter
quelque degré de perfection A oes.médtodes.o )

o ij
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LEMME L

Si 'on a un nombre # d'équations du premier dégré qui
renferment chacune un pareil nombre d'inconnues, fans aucun
~terme abfolument connu, on trouvera par la régle fuivante
1a relation que doivent avoir les coéfficiens de ces inconnues
pour que toutes ces équations aient lieu.
Soient a, 4, ¢, d, &c. les coefficiens de ‘ces inconnues dans
la premiere équation.
d, b, ,d, &c. les coéfliciens des mémes inconnues
dans la feconde équation.
d, b, ¢, d, &c. ceux de la roifkme & ainfi de fuite.
Formez les deux permutations b & b a & écrivez ab — ba;
avec ces deux permutations & la lettre ¢, formez toutes les
permutations poflibles , en obfervant de changer de figne toutes
les fois que ¢ changera de place dans ab & la méme chofe
3 I'égard de ba; vous aurez

abec — ach + cab — bac + bca — cha.

“Avec ces fix permutations & 1Ia lettre &, formez toutes Jes
permutations poffibles, en obfervant de changer de figne &
chaque fois que d changera de place dans un méme terme;

. Vous aurez

abcd—abdc—+adbc—dabc— achd=+-acdb—adcb—+dach +cabd—cadb+-cdab—dcab
—bacd+4-badc—bdac+-dbac+-bcad—bcda—+-bdca—dbca—cbad+cbda—cdba+deba

& ainfi de fuite jufqu'3d ce que vous ayez épuifé tous les coef-

ficiens de la premiére équation. - .

- Alors con(frvez les lettres qui occupent fa premiére place;
donnez 3 celles qui occupent fa feconde, la méme marque
qu'elles ont dans fa feconde équation; A celles qui occupent
la troifitme, Ia méme marque quelles ont dans la troifiéme
équation , & ainfi de fuite; égalez enfin le tout 3 zéro & vous

. aurez. Téquation de condition cherchée. '

Ainfi {1 vous avez deux équations & deux inconmues comme

ax +~by=o
dx 4+ by = o
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* L'équation de condition fera ab’ — ba’' = o ou 42’,
— d'b = o.
Si vous avez trois équations & trois inconnues comme il fuit :
ax +by—4-cg=o0
adx—4 by +cdg=o
) adx + by 4+ fg=o0
Féquation de condition fera
ab' " —adt' 4 cd ¥’ —bd " b'd' —cb'a"=o;,
ou
ab'e —ab'd 4+—dbc—adb"4=a"bd' —d'b'c=o,
Si vous avez quatre équations & quatre inconnues comme
il fuit :

axX—4=-by—4-cg—4+d 1 =o0
dx+by+dg+dt1t=o-
@x +—by4dg4+dt=o0"
d'x 4+ 0"y 4+ "7+ d"t=o0

Péquation de condition, aprés avoir rétabli Tordre alpha~
bétique, fera
abc"d” — abd" 4 ab'rd - ¥ Md — ab°dd”
G abd — abPd G B A AW cd™ — B d”
+ ed — S d — JbPdY + dbd" — a"bcMd
+ aVrMd4 dbddY — a¥bdd" + oV — a"¥déd
- d&'Vcd"F a"Fcd® — a"Vcd' 4 a"b'Cd = o;
mais comme ces équations de condition doivent fervir de
formules pour Pélimination dans les équations de différens
és, il convient de leur donner une forme qui rende les
fubftitutions le moins pénibles qu'il fe pourra ; pour cet effet, je
Jes mets fous cette forme:
abt' — a'b=o,
(a¥ — ab) (b —al)d 4 (8 — *¥)e=o0,
[(a¥ — db) &g (Fb—ab)d + (dF—db)c]d”
[ (db — ab) & (ab”—d"8) ¢ + (aF — a'8”) c] d*
F[(db — ab”) 4 (a b*—a"b) ' (db —a"F) <] d’
+{(al ﬂ_ ~‘l) c.+ (aﬂb._ 'bﬂ)‘l+ (a.bl—altl ‘~] d= o.
Oo iij
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Cette nouvelle forme a deux avantages; le premier, de rendre
fes fubftitutions a venir, plus commodes ; le deuxieme, Ceft
, doffrir une régle encore plus fimple pour fa formation de ces
formules.

En effet, il eft facile de remarquer .1.° que le premier

terme de J'une quelconque de ces équations, eft formé du’

premier membre ~de -{'équation précédente, “multiplié par la
premiere des lettres qu'elle ne renferme ‘point, cette lettre
éant affectée de la marque qui fuit immédiatement fa plus
haute de celles qui entrent dans ce méme membre:

'2.° Le deuxi¢me terme fe forme du premier, en changeant
dans celuici la plus haute marque en celle qui “eft immédia-
tement au-deffous & réciproquement, & de plus en changeant
les fignes.

3.° Le troifiéme, fe forme du premier, en changeant dans
celui - cifa plus haute marque en celle de deux numéros au-
deflous & réciproquement ,; & de plus “en changeant les fignes.

4.’ Le quatriéme, feforme du'prémier, en changeant dans
celui-ci fa plus haute marque en celle de trois numéros au-
deflous & réciproquement, & changeant les fignes, & toujours
de méme "pour ‘les fuivans. '

Par exemple, fa deuxitme équation de’ condition a pour
premier terme ab' — 4’4, qui eft le premier membre de la
premiére , multiplié par ¢, qui eft fa lettre qui fuit immédia-
tement les letres ¢ & b, & qui a la marque # qui fuit
immédiatement la marque /, fa plus haute de celles qui entrent
dans ab' — d'b. '

Le deuxiéme terme de cette feconde équation de condition
eft (a'b — ab’) ¢, qui neft autre chofe que (b’ —a')<’,
dans lequel on a changé les fignes, & #-en 7, & 7 en #;
& ainfi de {uite. :

_ Dapres ces obfervations, il fem facile de voir que F'équation
de condition pour cinq inconnues & cinq équations, fera

R
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[(aé’—aé)c-{-(aé—aé_')c—}-(a ' —=ad"¥)e]d
\+[(ab'-46’) f-l-(ab’” "'J)c-l—[a'"&' ab"’c]d”
+[(a"'5—-a6"')c"+(ab"—a.6)¢+(aﬁ'"”"'6")c]d'
+ [(al é‘”—-a’”b’) C“+ (ambu_aa éﬂl) cl+ (arrb/ a 6”

(a&'éab)c""—{- 5-—¢6"")c+(a 6:"1 Illlél C]d"
(a bllll "”b )‘ +(a"b a b") ‘llll+ (aomu a 6”” ¢ ]dl

Y[(dbd—ab )+ (ab—a"b )l (6 —db)c]d”
+[

+ [

o [(a" — & ") " ("= ) (a6 — a5 ) ]
+(
+ [

(d 6’ - al 6 ’ ) C”'l + (4”' 6 —_—a 601 ) C + (a 6’” m él c ] dllll
+ t (a bﬂl_ /4 b ) cllll + (allﬂ b— a 5!”[ ) ‘_lll + (alll éllll IIH éﬂl ¢ ] dl
+ [ (aﬂl 6! — al bﬂl ) ‘IIII + (allll blll - alll éﬂll). Cl + (al 6”0 IIII él c ] d

+[(dﬂb -_—a 6””) +(a 6”_4 5 )cllll+(ﬂ&0lll lll!bll ¢ ]d’i

(b —al )™t (a b= a" )c 4 (48 —d ) ¢ ]d’”;

+ [ (a éw ll” b) ‘III + (4 " 5 —_—a bll ) dl” + ( "y blll lll bnll ¢ ] d .
+ [ (d éﬂl— " b ) + (ﬂ é — 6” ) clll + (alll bll . l éﬂl c ] dlll
+ [ (alll ém_ allll b’lll ) 6” + (all blll — a”l éﬂ ) ‘M + (allll 60 ” bllll III] d

+ [ (al 5'”’.. aﬂ” bl ) ‘_ll +» (a‘méll ” 6"’) + ( " bl —— a ‘ll ) " dlll
+ [ (allll$l — al bl(l') clll + (alll 6”” IW&III) c + (a blll III bl ) IIII] d”
+ [ (a“' .I-_ a'_l bﬂ') ‘. + (a. blﬂ— ”&l’) cl’l + (a.I 6‘! ll 6") " ] dl
+ {(4_'”6[ — a/ bm) cll+ (au 6”1__ 4@16’:’) C’ + (al bll_ a b' cm ] dll”
- 0.
COROLLAIRE

Chacun des termes de Péquation de condition a donc effen-
tiellement le méme nombre de factews, & ces facteurs font
tellement combinés que jamais, dans un méme terme, il ne
s’y en rencontre deux qui appartiennent 2 une méme inconnue.

LEMME IL

Si ona un nombre quelconque # de quantités a, 5, ¢, d, e, &c.
& qu'an-deffous de chacune de ces quantités , on écrive es
progreffions arithmétiques flivantes, ,
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a, 5, <, d, 7] f

e+ ko b+ ket kdi ke k f+ &
at2k, b2k, ct2k, dy2k, c42k, f42k
a3k bt+3k ct 3k dt-3k et 3k, f4 3k
ad-qh, b4k, c+ 4k, dt-4k, et 4k, f+ 4k
at sk, bt+sk ct+shk dt+sk, e 5k, fi 5k

en continuant les progreflions jufqu’d ce que le nombre des termes
de chacune foit égal au nombre # des quantités, je dis que dans

quelque ordrg qu'on ajoute # termes de ces progreflions, pourvu
quon n’y comprenne jamais deux termes d'une méme colonne
ni deux. termes d'une méme bande, la fomme fera toujours 2

méme & =S —+ n.. k, S marquant fa fomme
des termes qui compofent la premidre bande.

Cette propofition eft fi facile & démontrer, que je ne m'y
arréterai pas. . :

Il eft encore évident que a propofition eft la méme fi les
progreffions étoient telles qu'il fuit:

a, b—3k,c—2k d4 34, e, f+ ¢
a4+t h b—2kc— k di4k e+ k,f424
at2k é— k¢ df sk, e2 4, f43k
a4 34 6, c+ kdt6k e4 3k ft4k
a4k b+ ketarkdighk et g4k f45k
at sk, b2k e+ 3k d 8k, e sk, f464
Ia fomme fera toujours égale 2 Ia fomme des termes qui com-
poiéntla‘premiémvbande, -+ . d -: : k, ceft-a-die,
dansfe cas préfent, —a b6 4 c - d 4 ¢ +f
— 3k — 2k 3k +k+ 6.1 k=4
A b+ d—+ e 14k |

Les progreffions pourroient encore ne pas commencer toutes
ik
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3 fa méme ligne & méme avoir plufieurs facunes; Ia fomme
des termes pris fuivant Pénoncé du lemme, fera toujours la -
méme; bien entendu qu'on ajoutera réellement # termes, c'eft4-
dire qu'on ne comptera point une facune pour un terme : ainfi
fi {on avoit '

a, 6,

a4 k, b4 k,c—k d+4+ ke

a <4 2k, ¢, e+ kK

a4 3k, b4 3k, c + Kk d o4 3k e+ 24,

a + 4k, b 4 4%, d 4 4k ¢ + 34,

fi vous prenez cinq termes, de maniére quil ne sen trouve

point deux dune méme colonne, ni deux d’une méme bande,

yous aurez towjours @ —— b ——c ——d ¢ —+ 7k
L'expreflion générale de fa fomme fera encore S + n

: k, en entendant par S la fomme des termes qui

compoferoient fa premiére bande, fi les progreffions éwoient
prolongées jufqua cette bande; ainfi dans le cas préfent ot ces
termes feroient @, b, ¢ — 2 4k, d, ¢ — %, on auroit

S=—=a4+b—4+tc— 2 k + d ¢ —k
& par conféquent la fomme cherchée — a 4+ & — ¢

-—-zk—g—d—l—e—k—t-s.—';‘-k::a—t-b
t+c+d—+e—7k
COROLLAIRE

Puifque les coéfficiens des inconnues, que nous avons confi-
dérées dans le /emme I, entrent toujours dans la compofition de
chaque terme de I'équation de condition, en pareil nomnbre,
& de maniére que jamais deux coéfficiens d'une méme inconnue
ne s’y rencontrent, il senfuit que fi ces cotfficiens étoient des
fonctions d'une ou de plufieurs quantités dont la plus haute
dimenfion format, daps les cocfficiens dune méme inconnue,
* une progreffion arithmétique, & fi en méme temps ces pro-
greflions avoient toutes tne différence commune, il senfuit,

Mem. 1764. . Pp
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. dis-je, que dans 'équation de condition, la plus haute dimenfion
des quantités, dont les coéfficiens font des fonctions, feroit

S+ u.

dimenfions dans les cotfficiens de la premiére équation, ou
ce.que cette fomme feroit fi toutes les progreffions étoient:
prolongées julqua cette équation, & & la différence des plus
hautes dimenfions dune équation 4 fautre.

k, S marquant la fomme des plus hautes

2

APPLICATION dece qui précede, & la recherche de la
plus haute dimenfion de [’équation finale , réfultante de
Févanousffement des inconnues dans les équations de

. plufieurs degrés.

I.
Des Equarions & deux inconmues.
Soi A =B "' C " - D™ "3 E™ "4, .... V =o(L)
ien {A'x""... B e Gl DI = b Bty Vi—o (L)

deux équations dans lefquelles 4, B, C, D, &. foient des fonc-
tions dune méme inconnue y, & de connues; favoir A, de p
dimenf{ions; B, de p —+ 1 dimenfions; C, de p — 2 dimen-
fions, & ainfi de fuite; & que A', B', C', &c. aient auffi des
dimenfions qui foient exprimées refpectivement par g, p'—+ 1,
p —+ 2, &c. La queftion d'éliminer x, fe réduit 3 trouver une
fonction de x, par laquelle multipliant 1a premiére &quation,
& une autre fonction de x, par faquelle multipliant fa feconde,
Ia fomme des deux produits foit telle que chaque puitfance de x
difparoiffe ; alors 'équation, réduite 2 fon terme %ns X, exprimera
néceffairement féquation en y, néceffaire pour que les équations
propofdes aient liew. -

. Mz 4= Ne® T - Pa® T2 - Qa® =3 R =4 f-....... T
Soient donc M e NG e Pia =2 e Qa3 = Ra™ ™ 4. .. ..., T

ces deux fonctions de x ; en faifant les multiplications, on aura
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AMa™ " - BMs" " = CMx™* " DM * =3  EMs"**~ 44 ,...VT=o
H-A'M'.v'{*"-r-ANx"""'+BN.{"*"‘"+CN;""'"",!+DN;"“-4- +~V T

A BME N AP ST B Pyttt Cp =t
+AINI".10u-—l_‘_C{qu;Q-w“I+AQ:-¢I—,+8Q"-+.-4,
+B’N’4'-” "—.-!-DM’-\’.N"-'-)-AR.. “n—4
-f-A’f"""’ .[: .+.C’N’S.'* u—'._‘_E;M/‘-'#m-—‘,
_‘_Blpl‘.-l-#ul—’_‘_vjvr‘-l#n—‘,
+AQaM N T I L C Pt
_..BIQI:.I* " — 4
A AR T

& Ia condition que chaque puiffance de x difparoiffe,, donnera
fes équations fuivantes, m —— n = m' 4 o', &

AM - AM = o

AN 4~ AN' - BM + BM — o

AP+ AP 4 BN - BN 4-CM - C'M — o

AQ 4+ AQ+4 BP 4+ B'PP -~ CN 4~ CN' 4+ DM - DM’ == o
AR A4~ AR - BQ + BQ 4+ CP 4~ C'P' 4~ DN - DN' 4« EM - E'M' = o &c;

& par conféquent VT —+ V'T' = o.
. 11 faut de plus que le nombre des coéfficiens indéterminés,
{oit égal au nombre total de ces équations, ceft-i-dire =— m
—~ # —+ 1; cr quoique le nombre des puiffances de x ne
foit que m ~ n; comme chaque terme qui entre dans fes
équations ci~deffus eft affeté dune quantité inconnue, il y
aura néceflairement une He ces inconnues qui reflera indéter-
minée, & qui difparoitra par la divifion lorfqfon fubflituera
dans I'équation VT + V'T' = o;
donce m +— n 4+ 1 —m o + 1 4+ o 4+ 1;
& par conféquent o' —=m— 1 & n—m — 1.

Donc fi on a deux équatioris ot x foit dans fune au degré
m, & dans Tautre au degré m'; pour en éliminer x, il faudra
multiplier fa premiére par un polynome indéterminé du degré
m — 1, & la feconde par un polynome indéterminé du
degré m — 1, les ajouter & égaler 4 zéro les coéfficiens de
chaque puiffance de x, le demier terme de la fomme, fera
féquation en y. - .

Ppi
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~ On pourroit, en effet, fuivre cette méthodé; mais comme

nous en donnerons, ci-aprés, une plus expéditive, nous ne

confidérerons les équations que nous venons d'expofer, que

relativement au parti quon en peut tirer pour déterminer fe
« degré de f'équation en y. ' _

11 eft facile de voir 3 infpection de ces équations, que les
Tocfhiciens d'une méme inconnue M ou N &e. M’ ou N', &c.
ont des dimenfions en progreffion arithmétique , & que toutes
ces progreflions ont la méme raifon ou différence. Donc elles
font dans le cas du corollaire dulemme 11, & par conféquent
h plus haute dimenfion de y dans [ ion finale, fera,
généralement parlant, ' 4~ (m 4 n +1) x (’":"};
il s'agit donc davoirles valewrs de S & de &, or t.° k= 1;
2.° il eft facile de voir que fi les progreflions étoient pro-
longées jufqu'a la premiere équation , les coéfficiens de M, N,
P, Q, R, &c. auroient pour dimenfionp, p — 1, p—2,
P— 3, p— 4, & ceuxde M',N', P', Q', R, auroient

PP =1, pP—2, p'—3, p'—g, &c. ces dex
progreflions ayant, fa premitre 7 4 1 termes, & hafeconde
# =+ 1 termes; donc S eft égale 3 la fomme de ces deux

a4 1

progreflions, ceft-i-dire que S= (2p—u).
(2p — 1) x '(':' ; donc {1 on nomme G la plus
Jhaute dimenfion cherchée de Féquation finale, on aum
Cx(m—n—+ 1) x( '"':") —~+ (2p — 1)

S , qui en fubftituant pour »

—+(2p —1u). A

-2 .« 2
& ' leurs valeurs trouvées ci-deffus, devientenfin G = mn'
—pn ——p m. ; '
REeas 4ReUE

L J

La valeur de p & celle de p' ne doivent pas toujours fe
‘prendre 2 ['infpection du coéfficient 4 & du coéfficient A’, il
faut partir du terme ot Ja fomme des expofans de x & yeft

~



: DES SCIENCES 301

fa plus forte, & retrancher de cette fomme l'expofant de x

dans le premier terme; fe nombre quon aura par cette foul~

traction fera ce quon doit prendre pour p, par example, fi on
avoit les deux équations fuivantes:

®
Fy — 24y 8 4 y'x — & = o,
& &8 — 34 xy - yx — ¥y = o;

la plus forte fomme des expofans de x & de y, dans la premire,
elt 9, dont je retranche Texpofant § de x dans le premier
"terme; ce qui donne p == 4. On trouvera de méme que
~dans la feconde p' — 3, & par conféquent f'équation en y
ne peut paffer le degré § x 3 =+~ 4 x 3 +— § x 3,
ceft-a-dire le degré 4:2. :
Au refte, la formule G n'indique le véritable expofant de
Iéquation finale que pour les équations 3 deux inconnues,
confidérées dans leur plus grande généralité; mais pour les cas
particuliers, elle eft fa limite de cet expofant. La méthode
que nous donnerons plus bas, pour éliminer, mettrad portée
d'eftimer cet expofant avec plus de précifion dans chaque cas
particulier. L

Des Equations & trois incomues.

Ax™ +Bs" T'4-Ca® T24-D 2" TI4-.... ¥V =0
Soient{A’:" e B e O™ A - DI T LSV =0

A" g Brgmn =1 4 CU™ = D”.r"""’-i-'.'... V=9
Trois équations dans lefquelles A, B, C, &c. A, B, C’, &c.
A', B', C", &c. foient des fonctions des deux inconnues y
& 7 & de connues, telles que les dimenfions de A, B, C, &c.
foient p, p 41, p 4 2, &c celles de A4' B'C', &c.
foient p', p' +— 1, p' —+2,%c. celles de A", B, C*, &c.
foient p*, p" —+ 1, p"—+ 2,&c. Pour avoir les deux équations
réultantes de Iévanouiffement de x, il faut trouver trois
fonctions de x Jes plus fimples qu’il fe puxﬂ'; » qui multipliant

: : Py
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refpectivement ces trois Gquations, faflent que les puiffances
de x difparciffert de fa fomme des trois produits , & trois
Lautres - fondlons de « différentes des premiéres, mais les plus
fimples aufli %z’il fe puiffs, & qui aient 2 méme propriété,

M N T4 Pa T Q 3 -.....T
Soient doncZM':" T N AT e Pl T e QMM T L T
MPx™ e N7gtw=t g prgmw=3_ Qugna=3_,_ _ Ta
les trois premiéres fonctions; en faifant les multiplications, &
ajoutant les trois produits, on aura: S
AMs™*" - BMs"*" " e CM " " DMa™*" 34 .. VT =
A AM™ L AN ™" L BN st =T L CN g™t -+ VT
+Aan'.n¥nﬂ+Bldll‘ll&nl—l + AP g™ +n —-_._3 P ™ s =3 -t yﬂ]‘q
AN RSO M 4 Q D
BIIMﬂx.II#IN'—' +31AMI "IQHI bl & -+ DIMI ‘.".“'.’
A"N’x""*""' 'f‘A' P’ x-ao-nm-r_'_ C’'N! '.I‘Fll-‘}
_’_CmM»_‘_-u-na-—l-'_ B'P! g™ *ni=3
_._Banlx.nOlll-‘l_‘_ArQl LIRS TS
+A"f' LA DM g ntnn—3
t CO'N g nsan—3
'_._,Bﬂpﬁx."".ﬁ-.
: QT xS
Suppofons dabord m —4~n —=m' ' & m—4-n>
m" —— 1", ou tout an plus égal ; pour que tous les termes en
x puiffent fe -détruire , il faut que le nombre des coefficiens
indéterminés fait m —+— 4 —~— 1;donc.m 4 g 4 1 —
Bt =t 4~ § 4" 1,donc ' = m—1n" — 2,
& n=m'— u" — 2. Cela'polé, fi on égale & %o les
coéfficiens de chaque puiffance de x, on formera une fite
d'équations dans faquelle if.eftaif¢ de voir 1.° que les dimenfions
des coéfficiens d'une méme inconnue A ou N, formeront
une . progreffion arithmétique ; 2.° que toutes ces progreffions
-arithméliques auront une méme raifon ; 3.° que fi on con-
tinuoit ces progreffions jufqud fa premitre de ces équations,
les nombres qui marqueront fes dimenfions que les coefhiciens
de M, N, P, &c. y devroient avoir, font p, p — 1,
# 2, &c. le nombre des termes étant # = 1; 4.° que
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fes nombres qui, dans la méme Tuppofition , marqueroient: Jes
dimenfions de” A7, N, P', &c. font p, p'=— 1, p'— 2,&a.
julqua un nombre de termes = 4" —+ 1; 5.° qui quel-
que terme que puifle répondre celui qui a pour expofant
n' —+ u", fa place dans la fuite des équations fera la méme
que dans cellgs des puitfances de x, & par conféquent expri-
mée par m ——n — m'—#"' —— 1 ; donc pour déterminer.
quelle devroit ére la dimenfion du coéfficient de 44" dans
la premitre équatio@il faut retrograder de m ——n— m" — n"
équations; donc le. nombre qui marqueroit cette dimenfion
feroit p" — m — n —— m" —— #", & par conféquent les
nombres qui marqueroient dans la premiére équatipn les
dimenfions de M", N”, P", {i ces quantités sy trouvoient ,
font p' —m — n 4+~ m' 1", p' —m — n
m'—n"'—1, p—m—n— '+ n"—2, &
julqui un nombre de termes — #" —— I1.. '
De-1d & du corollaire du lemme 11, il eft aif¢ de con-
clre 1.° que e nombre G qui exprimera la plus haute
dimenfion de ['équation en y & z, réluliante de la comparaifon
desm — n —— 1 équations, fenG —=38 + (m—+ 1+ 1)

2 k2l quek=1;3"qQueS=(2p—n)

('-:' ) —+—_(2p'-;—rz') (',-:' )+ (2p"—

il )» & par confé-

quent G = (m—+n—+1) (=) + (2p—n)

et ! ' ’ v T . n

(=) 4 (29— ) (—=) + (20" —

{—:' ), ou, en fubftituant

pour 7 & #' leurs valeurs trouvées ci-deffus, G—=mm' -

Pml—l“P'm—m—m’—"'m”"'—P—P"‘FD"""ol

— (P +pl—-pll+ m+mp_mn_”u__2}”n’

quantité qui eft indéterminée julquici, puifque rien encore na
déerminé #'.

2m—28—+22m'—1") (

2

2am—2n—42m'—n") (
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- Iy a donc une infinité de maniéres de parvenir & [2-
quation en y & 7, mais entre toutes ces manieres, il eft
évident qu'il faut sarréter  celle qui donnera pour G fa plus
petite quaritité ; c'eft-1a la condition par laquelle on doit
‘déterminer #" ; il fut donc prendre la différentielle de G
en regudant #* feulement comme variable, & égaler cette

différentielle 3 zéro; cette condition donnera. . ........
g mam " p+ " ”
 — - —w' — P — .

Sur quoi il faut obferver maintenant qu'il ne fera pas toujours
poffible de profiter du minimum abfolu ; 1.° parce que "
doit éwe une quantité pofitive; 2.° parce que . ......
Mot mp+y + p”

, ne peut pas toujours faire un

nombre entier; 3.° parce que m —— # doit étre plus grand
que " —— 2", ou tout au plus lui éure égal; '4.° parce que
m' éant fuppofé plus petit que m ou —= m, il faut que
m' — 2 [oit plus grand que #” ou tout au plus == #", ceft
pourquoi, pour plus de genérlité, -nous prendrons, . . . .. .
o mi-m - pt-p Y —a " "

0" = . — = p'—1,
a, éant la plus petite quantité qui puiffe fatisfaire 3 ces
conditions.

Au refte, quand méme on ne trouveroit pas @ un
nombre qui pit remplir ces quatre conditions Adn fois, il n'en
faudroit” pas pour cela conclure quon ne peut pas par fa
comparaifon des trois équations, trouver une équation plus
fimple quon ne faufoit par la companifon de deux d’entrelles.

Il faut remarquer que ces conditions maiffent de fa fippo-
fion que nous avons faite que m —— u = ' -
que m —+ n > m' =4 ', &c.

Or il ny a pas plus de raifon pour fuppofer m —— n =
mf' ~+ #', que pour fuppofer m —+ n — m" —+ " ou
m ——u — m"—— 1", il convienda donc de faire un
triple examen. Si tous les trois donnent pour n, #', 4", des
valeurs pofitives (en donnant toujours 3 ., I¢s moindres valeurs

quil
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quil fe pourra ) on choifira entre Jes trois réfultats , fes deux qui
donnent ki moindre valeur pour G.

Si fon ne trouve pour u, ', 1", des valeurs pofitives que de
deux maniéres, on sarrétera 3 ces deux-13 , bien entendu quon
examinera toujours {i les valewrs de G’ ne font pas plus grandes
que ne les donneroit fa combinaifon des équations deux a
deux ; mais cela fera extrémenrent rare. Si on ne peut parvenir
A avoir de valeurs pofitives pour #, #', #", que dune feule
mani¢re,, alorsil fera certain quiil faudra éiminer une fois par
Ja companaifon de deux équations. Enfin fi fon ne peut par-
venir 3 donner & n, #', #", des valews pofitives, quen rendant

-6 plus grand quil ne feroit par la combinaifon des équations
deux 3 deux, on aura recours 2 ce dernier moyen; mais ce
demier cas, sl peut avoir lieu, fera trés-rare: par exemple,
il naura jamais lien tant quon aura p — p' = p" = o;
ap trouvera toujours au moins une équation plus {imple que
par la combinaifon des équations deux A deux , excepté le cas
unique ot quelquune des quantités m, m', m", feroit égale d 1,
& le plus fouvent on trouvera deux équations plus fimples que
par la comparaifon des équations prifes deux 3 deux, :

Apres ces remarques, revenons 3 la valeur de G, fi on
fubftitue dans G fa valeur qu'on vient de trouver pour #”,

onawma G=mm' - mm' - mp' +— mp" =~ n'm" -

. . [
mp == nip' - w'p = 1y = pp = Pt - ——
_ (p+,/-o-_1f'+m+nf+m'.')a

~ Le calaul que nous venons dexpofer, fuffit pour trouver
les deux équations en y & g nous allons éclaircir tout cela

- par des exemples.
| EXEMPLES

12 Soient p —=p' = p"' = o, &m=m = n,

" 3m — a me—aea — 2
ON Al 1l /=~ e M} —— ] —— P
. a ; a
) ” A0 — 32 m 4 a — 2
t“__'_——- —_—, = —'_,'—;—!

Mem. 1 7’64.. Qg
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Si m eft pair, on pourra toujours fairea — o, & fa valeur
de G fera —= % m’, plus petite, par conféquent , qu'en com-
binant les équations deux 3 dewx.

On pourra encore faire « = 2, excepté dans le cas ol
m=—12, & la vilar de G fera 3:" ~+ 1, plus petite

encore quen cornbinant les équations deux 3 deux.

Dans le cas de m — 2, il n’y-a aucune valeur autre que
zéro A prendre pour a ; c'eft pourquoi la feconde équation en y
& 7 doit fe tirer de la comparaifon de deux des trois équations.

3m'-+-v
—————

Si meft impair, onferaa — 1, & onaura G =

plus petit que par la combimaifon des équations deux 2 deux
or comme il n'y a pas de raifon pour employer les valeurs
égales de s & de #', i Tégard de deux équations plutdt qua
Yégard de deux autres, on en fera ufage en deux manieres, &

Yon aura les deux équations y & 7 chacune du degré —3-"'—1-'—- ;

donc fi on a trois équations du degré m & ol x foit au degré m;
lorfque m fera pair, on multipliera chacune par un polynome

, & ayant fuppofé, A l'aide des
coéfficiens indéterminés, chaque puiffance de x dans la fomme
des trois produits égale 3 zéro, on aura une équationen y & 7,
hquelle fera du degré —1- m*. Pour en avoir une autre, on
multipliera deux des tros équations propofées par un polynome
du degré — —, & h troifitme par polynome du degré

.::-;-—4'- & Yon obtiendra de méme une nouvelle equauon

indéterminé du degré i

bny&zdudegrc—m -+ 1.
Si au contraire m eﬁ impair, on mulﬁpﬁem Ia premicre
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’

& fa feconde équation , par un polynome du degré -

m—3

_ & la troiﬁér.nc par un .polyﬁo}ne du degré —— ;on mul-

tipliera aufli la praniere & la troifitme chacune par un

M —— ]

polynome du degré

, & la feconde par un polynome

a ) )
du degré -m—:—-—-’— , ou bien la feconde & la troifitme par un

polynome du degré —— & Ja premiére par un polynome

du deéré '"—:’ , & Pon aura deux équations en y & Z,
3m* 41

chacune du degré \

Nous rentrerons pas ici dans lexamen de quelques cas
iculiers, qui exigent un certain choix dans les équations
quon doit rultiplier : cet examen trouvera fa place plus bas.
On voit, par-ii, combien en séoigne du but.quand on
(& borne 4 diminer en prepant les équations deux & deux. Par
cette méthode, Yéquation finale monteroit,en génénal, au
degré m*, au lien quen jes combinant toutes 3 la fois, elle -

.montc au degré -%—n:‘ { -i--m' -+ 1)’ forfque m eft pair,
& au degré (

fuivante fait affez fentir cette différence.

3m' =1

)" lorfque m . eft impair ; fa table

= , "m: 2000 3-.. +o¢o ;50.." 60.0 7
Pac lapremiére méthode '36:16. ..81...256...62%...1296...24071

“Pir la feconde méthode. . G = 12...49...T56...361...756...1369

2.° Soient m=6, m'=75,a"x=3 p=4 FF 5.7 = 19
g —a 12 + @ 1o +~a
on auna ' = " = = —
La plus petite valeur quon puiffe donpera a, efta ==—4,
& alors G = 83 ; mais fi on renverfe Tordre des équations,

Qqij .
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& quon éaivem = 6, m'—=3, m'=—135, p =4,
20 — e ' @ — 13
1 T

’

—— ; la plus petite valeur quion puiffe fuppofer
daclte = 18,qu§donn96= 1 04 : renverfons encore

‘ordre des équations , & écrivons m = 5, m' = 3, m" = 6,
230 — &

p': 19,p"=75, on aura n"—

a — 18

n =

p==5, p'=19, p"== 4; nous aurons #" ==

’
2

U — “-:'4'”1:: e— % Ia plus petite valewr

2

quon puiffe fuppofer 4 « eft encore « — 18, & f'on trouve
G = 85 ; mais cette combinaifon ne peut avoir lieu, parce
qu'elle donne m —n < m" —+ a", &c. Si on combinoit les
équations deux & deux , on trouveroit G — 80, G= 144,
G = 12 ; il faut donc, dans le cas préfent, diminer une fois
feulement par la companaifon de trois équations, & une
fois par la comparaifon de deux, on multipliera les équa-
tions indiquées par m — 6, m' =15, m"=—3, on les
multipliera refpectivement par les polynomes indiqués par
n=3, n'=4, ""=o0, & les deux équations quon
doit comparer pour avoir fa {cconde équation en y & g, feront
celles qui font indiquées par m=—6, m' —3.

' 3.° Soient n=y,mM=6m"=s,p =37=4¢p=2

I - ; LA ] . a— 3
N =

» B =

on aura »"—

La plus petite valeur quon puiffe donner 3 a eft donc
« = 3 ; mais elle eft inutile parce qu'elle donneroit m —-»
< m"——n"; foit donc a = 5, & on am G = j2.
Changeons ordre des équations, & pofons m — 7, m'=—,
m — 6,p = 3,p = 2, p' = 4, nous auons
§ +a V3 a

) N 35

s—a

, W=

, ia‘ plus

 petite valeur qu’oh puiffe fuppofer 3 a eft @ — — 1 ; mais
elle eft inutile parce quelle donne m —— n< m" ——o" ; foit
a=1,onamiG =52, ainﬁ.queceladoit éue en effet;



DPES SCIENCES 309
puifque les multiplicateurs des équations.feront les mémes dans
ce cas que dans le précédent; foit donc @ 2= 3, on aura’

— 54 : changeons encore l'ordre des équations, & écri-
vosme=6,m=y§,m'=7,p=—4,p =2,p'—=3;

§—a 34+a

1 —a
nous aurons " — ————, 7' =—
i 3

) NI

les fuppofitions de @ — — 1, @« == 1, ne peuvent avoir
lieu ; foit done & =3, on aura G'== 52, ce qui ne donne
rien de différent de ce quon a d§d treuvé; car cela donne
aufli les mémes multiplicatews que ci-deffus & pour les mémes
équations; fi on fait « — 5, on aura G =— §6. En com-~
binant fes équations deux 2 deux, on trouveroit G — 88, |,
G = 64, G = 62 ; donc il faut éliminer deux fois par
la companaifon des trois équations, 4 la fois, & on aura deux

.....

équations, fune du degré 52, lautre du degré 54.
L L
. Des Equations & quatre inconnues.

Soient m, nf, m",m"’, les expofans dex dans les quatre équations
propofées ; que les cotfficiens des puiffances fucceflives aient des
dimenfions marquées par p,p -1, p—+- 2, p—+3, &c.
dans la premitre ; par p', p'—41, p' 42, &ec. dans fa
feconde ; par p", p" =4~ 1, p" 4+ 2, &c. dans la troifitme;

. par p P+ 1, PP 2, &c. dans la quatrieme.
" "Soient n, ', n", u", es expofans des polynomes indéterminés
qui, multipliant ces équatioiis, feroient que dans fa fomme
des quatre produits les puiffances de x sanéantiroient.

En naifonnant de la méme maniére que ci-deflus, on fera
m - =m At M=~ ] =0 = 1
w1 4 #4144 1; dou fon tirera v —
' —_— — " — 3, &n—m — ”ll;_._ A — 33

. il faidra aifli qu'on aitm —— # > m" —— 2", ou tout au plus
égal, & m——n > m" —— "' ou tout au plus &l

: ' 841

On prouvera de méme que § = (2p—2) (——)

Qq ijj
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'A'l"'(’-l’("-""”')‘ '/':' ) 4+ (2p —2m— 21
‘-+- 2 — u") ("”':' ):-i— (2p"'— 2m—2an
-+ 2 " - i) {-'fi;—'-), & par conféquent G —
(m=t=n—+1) "H;" ) = (2p=n) ( n-:.')
-+ (2p'— ') ("’—:' ) —+ (2Ap"—zm—za_
—|- 2 n" = 1") (”:") —+ (zp"’—;znz—za

: L
-+ 2 " ") (_.;—), ou en-mettant pour # & n'

lelll'sValcul’soo-a.‘......‘....‘.'...........‘.y
»

CG=mm4 pm +pm —2m—2p ~2m ~2)p
o P Tk P 3 — A A

- (m 4w —m"+ p+ FP—p —a—=a"=3)n
~(mt-m =" - pt P " —3) 8"

Pour que. cette_quantité foit fa moindre qu eft poffible, il
faut égaler 3 zéro fa différentielle prife en faifant varier »*
feulement; puis égaler aufli 3 zéro ‘la_différentielle de cetts
méme quantité prﬂ% enfaifant varier 4" fenlement ; ces opé-
yations faites, ON AN+ v v v v v v e it e nnnani
rf= m A ol »/'-s-_u?'-i-p-l-,' - '

’ . m”-P”— “
mool -l == p P AP

| he, m'"-—-P"'— 1;

=
A\l

mais ‘comme il faut que #, a, ", " foient des "nombres
eniiers _pelitifs , & qui’ fatisfaffent aux conditions - marquées
ci-deflus, il faut faire généralement’.’. .. ... ., ... ...
1 o=l ! e W 4 p gl A P4 P — & '

v
n =

W T R et = p ey Y —8
n = 3 an —m—p =3

— g 1.&
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« & G éant les plus petits nombres qui puitfent fatisfaire 2
ces conditions. ’

Si on fubftitue dans G ces valeurs de »" & de #", on aura
aprés les réductions convenables . . ... ... .. 0L

G .= m "‘r+ mmn+ m’nm+m P/ +’" P”+ m P",+ m’ m",
+ml mll+ ml mlll+ mlp + ml P” + mfplﬂl+ ml[ ’lllu'
+ mllP + mllpl + mll P"' + mIIIP + ,’llll PI + m'll PII + p PI’
Spp" P P+P P+ P :

a’+al + 6 Mt~ "= p = 4 PP,

EXEMPLES |

Soient p—p' = p'=p"'—o,m=uw' = m"
m—c—- — O emme
=—m" ; on aura n"'=—3—-—3 == :
3
m-+ a4 ¢ —
., On

maa—tC—3

" = Y

. 3 : :
yoit d'abord chirement (ue quelques wvaleuwrs pofitives ou
négatives quon donne & « & 4 G, fi m eft plus petit que 3,
il ne fera jamais poffible de rendre u, #', #, #"* toutes-d-fa-
fois pofitives ; & en effet i m — 2, la combinaifon des
quatre équations 2 la fois eft fuperflue, puifque n'y ayant que
x* & x & faire difparoitre, la combinaifon de trois é&quations
fuffit; dans ce cas on combinera les équations trois i trois en
deux maniéres, & pour avoir la troifitme dquation, on en
combinera deux feulement. -
“Sim = 3, il n'y 4 quuné feufe maniere davolir n, o', ", "'
toutes pofitives, ceft en -fuppofant &« == 0 & G == o on
peut doiic combiner les quatre équations 4 Ia fois, & cela eft
évident. Pour avoir les deux autres équations que doit donner
Yélimination, on combinera les équations trois & trois en deux
maniéres dont le choix fe décidera par ce qui a éé dit pré-
cédemment fur les équations & trois inconnuess N
Mais lorfque m eft plis grand que 3, il peut arriver tiois
as , ou m eft exactement divifible par 3 ,-.oula divifion donne
une unité de refte, ou elle en dome 2. : ‘
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PRrEMIER cas. Pour avoir dans ce cas fa premiére équation
fans x, on fera « — 0 & € = 0 ; pour avoir la feconde,
onfeaa — 3, € == o; & pour la toifitme & — o,
. € ==.3, les valews correlpondantes de G' feront G —2 ur,
G=3mw-+1,6=%nm + 1,d & de ce
qui précede, il eft aifé de conclure que le degré de I'équation
fimale fera (+ m* =% o) (3 ' 43"+ 1).

SECOND cas. Pour avoir fa premiéie équation fans x, on
ferap =— 1, 6 ==1; & comme en échangeant les équa-
tions, on aura un facteur différent 2 appliquer a fa méme, I
feule fuppofition de @ == 1, 6 =1 donne fes trois fateurs
quon doit appliquer a chaque équation pour avoir les trois
. &quations fans x. Par exemple, fi m —< 4., onaura #" —o,
n' == o,n' =1, n=1; or 'égalité des expofans m, n', &,
fait quil eft indifférent 4 laquelle des quatre équations on
rapporte fa valeur de # ou de #’, &e. on en pourra dong for-
mer trois combinaifons qui donneront chacune une équation
différente, La valeur de G.fera la méme dans chaque cas &

2 m 41 s P , vs e
— ; ; d(;u ion. conclura que le degré de I'équation
finale fera — (T2 )%
.3 '
TRoISIEME cAs. Pour avoir les trois équations, on fuppofers

e == 2 & G ==2, & en variant de trois maniéres Iappli-
cation des facteurs, aux équations propofées, on aura les trois

équations fans x, chacune du degré = ""3"' % ; dol Jon

conclora que le degré de Téquation finale fera
It q (<] ;
1omt e gam® - g R 4
Soient maintenant p=—=2, p'=—= o0, p" =1, p" =1;

m=g7,m =6, m=j;, n = 4; on un
8 —¢ ., _ 4 '

M= B Bl B R e ol Sl

: e . - . 3

r = : f—-d-,_stlppoﬁmsg;;___ 1 & a =5,

on
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onamn'=—3,/"—o,i=1,n=0 &KG=26;
fionfata —= — 1,6 = §,onams" = 1,1 =2,
—=1,1—=0&G=26;fionfait E—=2, a =2,
onauns'=2,s"=1,r’=1,n=0 &G=2y;
quelque changement quon faffe dans Yordre des équations,
on retrouvera pour G' les mémes valeurs ou de plus grandes.
1 ne refte donc plus qua favoir fi Ja comparaifon des équa-
tions trois & trois ou deux 3 dewx, ne donne pas quelque
chofe de plus {imple; or fi on en fait le calcul, on trouvera
que les équations indiquées par m' — 6, m"—= 5, m" =4,
p=o, p=1, p= 1, donneroient G =— 24, &
que celles qui font indiquées par m=—17 , m* =5, m"'=4,
p=2,p"= 1, p"==1, donneroient G = 2§ ; donc
pour avoir les trois équations les plus fimples , réfultantes de 1'di-
mination de x, on comparera Jes quatre équations propolces, on -
les comparera, dis-je, trois 4 la fois des deux maniéres qui
viennent d'étre indiquées, & toutes les quatre 3 fa fois de fa
smaniére indiquée par la combimaifon qui a donné G = 2§ ;
les combinaifons des équations deux 3 deux donnent toutes
pour & une valeur au-deffus de celles qu'on vient d'expoler,

1V.

Des l"quatiom' & cing inconnues.

m,m'’, m", m", m", éant, omme ci-devant, les expofans
du degré de x dans les équations propofées, & p, p', p", p"', "
marquant refpectivement fa dimenfion du premier cotfficient
de ces équations, les dimenfions des autres étant fuppofées.
fuivre la méme Joi que ci-deflus , on aura en raifonnant, comme
on [a fait, pour 2, 3, 4, inconnues, m —n —=m' ~ ',
Bt 1=t~ 1 = 01 =414 1

~t= 1" = 1 = 1"~ 1, ce qui donne # = n' — o,
— ’I”,——- ”I”'— 4 & ”f = m—'l”—: ’l”'— ’IQ”“— 4..

Mem. 1764 Rr
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On protivera de méthe que G == (m — 1 — 1) (=

)

—l—(lﬁ—-n}( '-:' )2 p'—n) (‘_i.:.,)
- (2p—2m —dn 2w ) (L2
';"'(ZP'II“‘SMH-H- 20— 2 M ”m) ( .r*.:..)
“+(2p"—2m— 2 8 - 2 M4 4") (n""+|)

2
=mn - pn' p'm—3m—3p— 3 —3f
— " p" -+ 't — p"' -+ " plm__ a
— W " A 6 — (p AP —p" - mtn
et 4) B (ptp — "
“t= e e e Wt " — 4 ) 0" — (pp
— le —+ M m'l___ mm___ ”n"__ ”lu_ Py 4 ),lm.

La condition que G foit fa moindre quil -eft poffible,
exige quon égale & &0, 1.° Ia différentielle de G prie en
failint varier #" feulement; 2.° fa différentielle de G prie
en faifamt varier 4" feulement ; 3.° fa différentielle de G prife
en faifant varier #" feulement; ¢es trois équations  donneront
Jes trois valeurs fuivantes.

] ”’.-h-. u”-—. F. 4

o= m+n/+m"+m"'+m’"+p+;l+f+,/"+," _

4 )
g =W W' e 0= p ot e e ) P " p"—1
4
o M =1 = W= 1 0" P~ P4 ' ™
- [

4

m —p—I

— mnt_Pnn__ 1

Mais comme il faut que #", ", n"", foient des nombres
entiers politifs & tels que m —~ > m"wt— 1", 1t —— n >
' —— 0", m = n>m" "~ ", ou que teut au plus il y

ait égalité, on fera généralement ;
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o= " = ﬁ"-n—d"+m"'+p-o—/-o—ﬂ'+,f'+,ﬂ'—-¢
T —— ———

-vd'—-p'—t‘

o WAt W 0l W= p e Y i P P P — w -

n = p -_—m —-—p —X
" -t ! "-}-d’-‘-.‘” -+ — " " .
"= +:*f+ffr T — P 1

@, C,yé&ntiespimpetiﬁs@mbxspoﬁtiﬁonnégnﬁfc
qui puiffent ftishaire A ves conditions. ‘
Si on fubftitue dans G ces valeursde »”, ¥, n*, on ama,

apres les réductions convenables,

C=mn'+mm +mn"+mam™+ mp 4+ mp4+ mp~
+ mp”+ "'lm'+ m' m'ﬂ+ mlm"+ ml, + mlp'+ ml p.’
+ AP MmN m" p 4+ w4 P " p™
+ ' m p " P m"p - m" P m”p 4 m™p
+ d P p P PP Y + M P

R dAR I ATk

-y rala-nry4Cy
1]
m 2l W= "= W= p - A P4 P P

—6( pe )
ExesxrLeE, .

Soient p=p' = p* =p" =p"—o0, M= =n"=nl"= ",
on aun n*— _’M——+’ n.;= m—C—4 =
4 4 4
R O Mma-at4-C 49y —g
n = p » B= PR
Donc fi m eft petit que 4, il n'y aura aucune valew
3 donner 1 «, G.Pl: qui ;ﬁfre*rendxeya, u, ", n", n"’f,‘
toutes pofitives ; Ceft-i-dire qu'l fandra diminer par fes régles
établies précédemment pour un moindre nombre d'inconnues.
Si m — 4, il fera poffible d'diminer par la comparaifon
des cinq é&quations  fa fois; mais dune feule -manire, en
fafant « = €= A — o.
Si m eft plus grand que 4, aknilpquttig:ivtr.q'ntre
r i

me—a—4

B ’




G= —;—-m’, C=
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cas, ou m eft exaCtement divifible par 4 ; ou divifé par 4,
il donne pour refte 1; ou divifé par 4 il refte 2; ou enfin

il refte- 3.

PREMIER cas. On fuppofera « == 0, 6 =0, 9y =0,
avoir une premidre équation fans x ; pour ayoir k
Ee?o;de, on fern « —o0,6 = 0, ¢ = 4; pour avoir
Ja troifitme,on fera a — 0, 6 = 4, vy = 0; & enfn
pour avoir la quatriéme, on fera a =—=4, 6==o0, y==o«

Les valewss correfpondantes- de ‘G ferant

]
8

' -+ 1, G: —;—- m"-;{—'x. G= —:—-m’-l- 1,
Jot il eft facile de conclure quel fera le degré de I'équat
fode.

SECOND. CAS. Onfena=—1, =1, y—1,&
comme les valeurs qui en réfultent pour #,#’,&c. ne font pas
toutes du méme degré, on en variera lapplication aux cing
équations en quatre maniéres, ce qui donnera les quatre équa-
tions cherchées, qui feront chacune du degré G — -‘—T-'E"—'—’-.

TRoOISIBME cAs. Onferi a=—12,0=2,9—2,
& on fe conduira comme dans le fecond cas, pour avoir les
quatre équations fans x qui monteront chacune au degré

\ 5"“ 3
Tt

QUATRIEME cAS. On fm¢=3,;C=3,y:3.
& en fe comportant comme. dans les deux cas précédens, on

aura quatre équations chacune du degré S - -
Vo
Des Equations qui renferment N inconnues.
De tout ce qui précede, il eft maintenant aifl¢ de . conclure,
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1.° que fion appelle @ 1a fomme des quantités m, m', m", &c.
p» P p" &c. & Nlenombre des équations, on aura généralement

) a—a » » w__. a— ¢ . "
n = p— —m—p — 1,1 = — —_—m —p -1,
”,,. a—y mmr wn 1.7 uei__, 9 — i nu 1 -
— N— 1 — P - ’ — N— " o— 10 R — Ia

& ainfi de fuite ; & de plus,
a4t 4-C 4y + I+ &
N—1
' a+a 46 4y 44 &e
8 =
N — 1

2.° Que fi on nomme & fa fomme des camés plus a
fomme des produits deux 3 deux des quantités a, B, v, &c.
& ¢ la fomme des produits des quantités m, m', m", &c. p, p’,
p"» &c. multipliées deux 3 deux, mais en omettant les produits
mp, mp', n'p", &c. & le produit pp’ des deux quantités qui
appartiennent aux équations dans lefquelles on a fuppof¢ m —— n
= m' -~ ', on aura en général

"= —_——p — p—1;

—_—t—p — p—1.

[ N—=—2a a " ] N =13 .
C=ct v—yp (=Y - (7=/ SR ey iy vy
il nous refte maintenant 3 donner quelques exemples de
fdimination par cette méthode.
VL

Procédé de la méthode pour [élimination & Réflexions
qui tendent & [ abréger.

Suivant 'énoncé de la méthode donnée ci-deflus, toutes fes
fois qu'on aura deux équations & deux inconnues. on parviendiaa
diminer en multipliant fa premiére par un polynome tel que
Mx"' =" e N'x™' 7" 4= &c. m' marquant le degré
de la feconde; multipliant auffi la premiére par un polynome
tel que Mx™ = o= Nx™—* - &c.Rm marquant Ie

r iij
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gegré de la itre; ajoutant les deux produits & fuppofant
que dans Ia fomme, le eoéfficient total de chaque puiffance de
eft égal & z&o; ainfi fi on avoit les deux équations fuivantes,

Ax*+4 Bx 4+ C = o
+ 45"+ B'y 4 C'= o,
on auroit, aprés les multiplications faites,

AM ¥ + BMx* - CMx 4+ CN = o
4 AM'3 + ANx* + BN x o C'N’
+ BM's* 4 C'M'x
: + A'N'x* 4+ B'N’'x,
& par confdquent
‘ AM 4+ AM = o
BM + BM’' +~ AN AN’ = o
CM+ CM 4+ BN+ BN = o
_ €N+ CN"= o3
mais comme il y a un cocfficient arbitraire, attendu que i
quatriéme équation a néceffairement licu dés qu'on fuppofe que
1es trois autres ont fieu, je détemmine A en le fant — 4',
ce quime dome M' —= —— 4, &
AN 4+ AN’ = AB' — AB
BN 4 BN’ — AC — AC’
€N 4 CN = o.
Pes denx premicres, je tire N=— 4 R"‘«f‘;gw' (j,f— 44 R
' . (AC — AC) A ~ (AP — ABj B .
N = AB — 48 » valews qu,
fubftituées dans Téquation CN —+ C'N' = o, domnest
(AB — A'B) BC — (AC' — HC) HC o (A ~= A'C) AC' — (AF ~ A'B) BC =
OU (AB' — HB) (BC ~ BC') 4+ [AC' — LCP* = o,
squation qu'on .awroit trouvée encore plus fucilement par ks
gormules du Lemme L ‘
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Mais lorfque le degré des équations propofées eft plus levé,
Je calcul, quoique facile,, eft néanmoins fong; cette confidération
m'a engagé A chercher des moyens de labréger, en confervant
néanmoins l'efprit de la méthode : voici ce que jai trouvé.
Soient d'abord les deux équations propofées chacune du
degré m, ceft-a-dire telles quil fuit :

A4 Bx "= 4 Ca" " = D" " 4= eviivrnn pesene T=o
W Rl o R S A e e T"=o

1.° Du produit de la premiére, multipliée par A’, retranchez
Je produit de Ia feconde multipliée par A, & vous aurez. une
lanon du degré m — 1.

° Du prodmt de la premitre, multipliée par A'x - 5,
tcu:mcha le produit de la feconde multipliée par Ax + B,
vous aurez une feconde équation du degré m — 1.

° Du produit de la premiére, mui liée par A'x* 4 B'x
+ C' retrancha le produit de b lgoonde multipliée par
Ax' 4 Bx =+ C, & vous aurez une troifiéme déquation
du degré m — 1. Continvez de multiplier ainfi par un
polynome d'un degré fucceflivement plus élevé dune unité,
& vous formerez m équations, chacune du degré m — 1.
Confidérez chaque ance de x comme une inconnue, &
cherchez en conﬁ-quencc, par les formules du Lemme I,
Yéquation de condition néceffaire pour que toutes ces équations
aient lieu, ce fera I'équation en y; amﬂ dans le cas tnaité ci-
deffus, les deux équations

Ax' 4 Bx 4+ C =0
Ax' 4 Bx 4 C'=o,
donneront
(AB — AB)» 4 AC — AC'= o
(AC — AC’) x 4+ B'C — B(C'= o,

& la feconde forme de la 1. formule du Lemme I, donnera
(AB—AB) (BC—-BC’) (AC— AC) = o,
qui eft la méme équation que ci-deffus, mais quon trouve ici
par une voie bien plus courte,



5 (A’ D AD)} 4 3 (A B—AB') (CD—CD’)
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Soient actuellement les deux équations,

Ax' 4+ Bx'+4+ Cx 4+~ D = o0
Ax} 4 Bx*4 Cx 4~ D= o

on en formera les trois équations fuivantes :
‘(AB— AB) x4 (A'C— AC') x - AD — AD' = o
(AC— AC') " + (AD — AD' 4+ BC — BC') x + BD — BD'=q
(AD— AD') x* + (BD — BD') x + C'D — CD' =0,
& la feconde forme defa 2.™ formule du Lemme I, donnera

. [(AB—AB')(AD— AL 4+ B'C —BC')— (AC— AC')*] (C'D —CD)
+-[(AD—AD) (AC —AC') — (AB—AP)(BD— BD)) (8D—BD) z =o,
- [(AC — AC*) (BD — BD))— (AD—AD') (A D— AD — BC — BC’) (AD = AD/)]

équation qui, en faifant attention que
(AC— AC’) (B'D — BD)—(A'D w AD) (BC— BC') = (A'B— AB) (CD—CD),

fe réduit 2

(AD = AD)

+ (AC—AC)(BD—BD, — (AC— AC)*x (CD—CD)

—(AB—AB) (BD~ BD)*
Soient, pour troifiéme application, fes deux équations fuivantes:
Axt4 Bx* 4+ Cx* 4+ Dx+ E = o
Axt+ By’ Cx' 4 D'x 4 E' = o;
on en formera, par Ia régle ci~deffs, les quatre, autres que voici,
(AB—AB) 8+ (AC— AC) s + (A'D— AD') s+~ AE— AE' = o
(AC—AC') 8* + (AD— AD + BC— BC) &* -r-(A’E—AE’-i-B'D—BD}x-l-FE—-BE'—o

" (AD— AD) $+ (AE — AE' +- BD—BD') s*+4 (B'E — BE'4-C'D—CD) ¢ +~CE — CE =o
(AE — AE') 3 4 (BE — BE') s* 4 (C'E— CE') # + D'E — DE' = o,

La feconde forme de la troifitme formule du Lemmel,
donnera,, par la fimple {ubflitution,, {'équation fuivante,

-+ (A'B~ AB') (B'C— BC) (C'D— CD')g
=

-
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'[[(A'B — AB’) (A'D — A'D ~ B'C — BC') — (AIC— AC')*] x (B'E — BE' + C'D — CD/)
Y4 [(A'D— AD’) (A’C— AC') — (A'B— AB') (A'E — AE' 4 B'D — BD')] (A'E — AE'+ B'D— BD')
o [(AC — AC') (AE — AE' — B'D — BD) — (A'D — AD') (AD — AD' + BC— BC')] (AD — AD")}},
x (D'E — DE') 4 [[(A'C — AC')* — (A'B — AB') (A’'D — AD’ 4 B'C — BC')| (C'E —CE’)
- [ (A'B— AB') (B'E — BE') — (A'C — AC') (A’'E — AE') | (A'E — AE' 4 B'D — BD')
o [(A'E — AE') (A'D — AD 4 B'C — BC') — (A'C — AC") (B'E — BE)] (A'D — AD")]]

x (CE—CE')+ [[(AE— AE') (A’C — AC') — (A'B —APF’) (FE — BE')] (B'E — BE'+ C'D'—CD’),
4 [(A'B'— AB’) (A'E — AE' 4 B'D — BIDY) — (A'C— AC')A'D — AD’)] (C'E — CE")

4 [(A'D — AD') (B'E — BE') — (A'E — AE") (A'E — AE' + B'D — BD')]-(A’'D — AD’)

x (BE—BFE) + [[(AC—AC) (B'E—~BE)—(AL—AL) (AD—AD +B'C—BC')] (B E—BE'+C'D—CD),
4 [(A'E— AE') (A'E — AE' 4~ B'D — BD') — (A'D — AD’) (B'E— BE')] (A’E — AE’ + B’D—BD").
4 [(A'D— AD’) (A’D— AD’"+ B'C— BC) — (A'C— AC") (A'E — AE’' 4 B'D — BD')] (C'E—~CE") ] },

» (A'E — AE) = o,

équation quon réduira facilement 3 {'équation (A1) fuivante,.

en faifant attention

1.° que (A'C— AC’) (B'D — BD') — (A'D — AD’) (B'C— BC') = (A'B— AB') x (C'D — CD’)..
2.° que. (AE— AE) (B'C— BC')— (AC— AC") (B'E — BE') = — (A'B — AB) (C'E —CE’)..
3.° que (4D — AD')(B'E—BE')—(A'E — AE') (B'D— BD') = (4B — AB') (D'E — DE)..
4-° que (CD—CD))(B'E—BE)— (BD— BD) (CE—CE) =—(BC—BC) (D’E— DE)w

(AE—AE)*—3 (4 B—AB)(D'E—DE) _ ‘
— (A’C——AC’}{C’E—CE’} -+3 (A’B—AB’) {B'E—BE')(C’E—-—CE’}
— (#D—nD) (BE—BE)((¥E—AE)' —3(4B—AP)(BD—BD)(D'E—DE)

w)....

@) — (AD—AD') (CD—CD)) ~+2/AD—AD)*(C'E—CE") (AE—AE'}
-+ (AC—AC') (BPE—BE)* = o.
4-3(AC—AC)(AD—AD)(DE—DE)\.

— (AC—AC)(BC—BC')(D’E—~DE')

%3 (AB—AB) (AD—AD) (B'E—BF) N + (AC—AC)*(C'E—CL') .

— (AD—AD)'—(AB—AB)(B'D—BD)* }. —2(A'B—AB)(AD—AD)(CE—CE’) :

+1(AB—AD') (#D—AD) (CD—CD) — (A'B—AB)(B'C—BC)(C'E—CE) (CE-CE)

— (CD—CD)\(AC—AC)* DE—pE)™ A'B—AB')(BE—BE')(BD—BD)( = °*

~— (B'E—BE') (AC— AC')* — (AC—AC)(AD—AD)(B'E—BL))

4 (AC—AC') (AD—AD) (BD—BD’) ‘

4 (A'B—AB') (BC —BC') (FE—BE ) — AB—APB)(B'E—BE) .

o= (AB—AB') (FC—BC') (C'D=CD)) -— AB—AB) (C’D—-CD’;( ‘B E —BE)

Mem. 1764
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.ce qui_peut lervir & éliminer dans toutes les équations qui
ne pafferont pas le quatriéme degré. )
Si les deux équations ne font pas au méme degré, on sy
prendra de la maniére fuivante. '
. As™ 4= BT - G - DT e B4 e, T—o
Soient { AN = BT - O™ e D™ - P4, T =

les deux équations propofées, & foit i’ plus petit que .

1.° On multipliera fa premitre par A', & Ia feconde pa
Ax" ™, & on retranchera le fecond produit du premier.

2.° .On multipliera la premiére par A'x +— B, & h
feconde par Ax"~™*"' — Bx"~™, & on retrancher
{e fecond produit du premier.

3.° On multipliera fa premi¢re par A'x* - B'x 4 C,
& la feconde par Ax™ T - BT Oy
& on continuera ainfi julqid ce quon ait m', équations qui
{eront chacune du degré m — 1 ;a(llqrs on multipliera chacupe
de_ces équations par un coéfficient indéterminé , & I'équation
A'x™' -, &c. par le polynome indéterminé Af'x™—™' —*
= N TTE e PO T &, on aj
enfernble tous ces produits, & on dgalera 3 zéro fa fomme
des cotfficiens de chaque puiffance de .

Ainfi i les deux équations font,

Axt 4 B4 Cx'f Dy 4 E = o,
Ax+ Bx - C = o,

on en formera d'abord les deux équations fuivantes,

(A'B— AB)x'4 (AC— AC)x*+ ADx 4+ AE — o,
(AC— AC)x'+ (AD+ BC— BC)x* + (AE+ BD) x4 BE —o;
3 ces deux équations multiplides, la premiére par M, la
feconde par M", on ajoutera 'équation A'x* ~— B'x — C
- multipliée par M'x — N', ce qui donnera
M (AB—AB)+M (AC— AC') 5* 4 MADx -+ MAE
S MA(4C— AC) P-4 M"(AD~+ B'C— BC)s*+ M'(AE+-BD) y - MBE(__
o AN B M 5 o C' M x4 O R Gl
G A'N'x*4-5'N'y

N
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dou Ton tirera
M (AB — AB') 4 M" (A'C — AC)+ AM = o, R
M (AC — AC’) + M" (AD + BC — BC') + BM' -+ AN' =,
MAD - M"(AE - BD’') 4 M'C'+ B'N' = o, )
MA'E + M"B'E + C'N' =o;
& en comparant avec les formules du Lemme I, on aura.
facilement T'équatiqn fans x.

Mais quoique le calcul fe réduife par ces formules & des
fubftitutions f?lciles; & que la conftruction de ces formules
foit aufli trés-facile ,.néanmoins on* perd dans le cas préfent
une partie de lavantage qu'elles offrent en ce quon eft obligé
de former, finon une formule aufli' générale que fi les deux
équations étoient toutes deux du-degré m, du moins un grand
nombre de termes inutiles.

Il eft vrai cependant qu'avec de Tufage dans le calcul, on
prévoit affez quels font ceux quon doit omettre; mais cela
exige une attention aflez fatigante. Pour remddier i cet
inconvénient , voici ce que j'ai imaginé; on formera toujours,-
comme il vient d'étre dit, les-m' équations du degré m—1;
mais au lieu de multiplier 'équation A'%x™ ——, &e. par le
* polynome indéterminé A'x™ —™ 7' 4, &e. on prendra
dans cette équation la- valeur de x™, avec laquelle on formen;
en multipliant facceflivement par x, & fubflituant 3 mefure
la valeur de x™, toutes-les puiffances de x fupérieures & ™'
julqua x™ ' ;-on fubflituera ces valewrs dans chacune des
m équations, & on n'aura plus que m' équations chacune du
degrém’ — 1, delquelles-on chaffera x par les formules du
Lemme I..

Mais pour abréger le calcul, on- fubftituera les valeurs de-

»™ & des puiffances. plus- élevées, non pas dans les équations -
mémes du degré m — 1 quon aura formées, mais dans
des équations de pareil degré, & ou les cocfficiens feront
d'une feule lettre, & aprés avoir éiminé x, comme il vient
dére dit, on fubflituera, 4 fa place de ces coéfficiens, las
véritable. valeur, . .

. S{ip
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Ainfi cans fes deux équations propofées ci-defius,
. Axt+4 Bx'+4- Cx*+4 Dx 4+ E = o,
Axd Bx - C = o,
* BBa

- . — Bx— C ; — acx+ BC
onaum & —= ———— & X =2 7 ;

au lieu de fubftituer ces valeurs dans

(AB—AB)x’ + (AC— AC)x + ADx + AE=o,
& dans

(AC—AC) 5 + (A'D + BC—~ BC)a’ - (AE + BD' )x A BE=0,
je les fubftitue dans

ax’s- bx 4 cx4-d=0 & a0 i’ Cx A d"=0,
ce qui me donne les deux équations fuivantes

(aBB — aAC—~bAB+AA)x+aBC—bACH+ dAA = o

(d"BB — d"AC — 5AB - CAA ) x4 a'BC — V' AC 4 &£A4 = o,

dou lon tire, :

(aBC—bAC+ dAA) (dBE — &AC — FAB A+ “AA)

—(BC — AC 4 d"AA) (a BB — ad'C— bAB 4 cAL)=0

' équation dans laquelle on ne prendra pas fa peine de former
fucceffivement les deux produits, parce quiil eft évident que
le produit des deux demiers factewrs fe tire de celui des deux
premiers par le feul changement des fignes, & de 4" en 4,
de a en q", de " en b, de bend", de ¢" enc, decend, &
ainfi de fuite : dailleurs on peut omettre dans le produit des
deux premiers facteurs tous les termes qui n'auroient point
A A’ pour fateur, parce [El”e nous allons démontrer dans un
moment, que I'équation réfultante eft toujours divifible par une
puiffance de A4’ qui, dans e cas préfent, eft" A"’ D'apies o
réflexions, on réduira  aifément équation qu'on vient de
trouver, a cette autre, aprés avoir divilé par A'A’,

(dd—ed) AL — (§'d ~ bL'y HB — (d'd — ad") (AT — BE)
F (b= b)AC 4 (a6 —al) CC— (a'c — ad) BC' =o,
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&quation dans laquelle il n'y a plus qua mettre pour 4,4, ¢, &
a’, V', &c. leurs valeurs trouvées ci-defus.
Il fe pélente, contre cette méthode, une difficulté qui,
ique plus apparente réelle, mérite cependant d'autant
g::; d'étre fevée, que gMn méme fest 3 connoitve les
termes quon peut fe difpenfer domettre dans le caleul ; pour  _
Ja mieux faire fentir, prenons un exemple : Soient ,

‘Ax’ 4+ Bx’4 Cx 4 Dx+ Ex’ 4 Fxt4 Gx’+ Hx + Kx+ L=o
Ax’+ Bx'+ Cx 4+ D' =o,

on aum d'abord trois équations de la forme fu’ivam;t,

@ b p et fdS fext+ O+ g+hx+k =0

& a7 x4 A 4 S O+ §x+ KFx+ K =o

Qa8 BN A xS xt A [O+ gU + Kx - K =0,

Dans lefquellesa , 4, ¢ , &c. feront de ptpHr,p 4 p42, 4. :
a', ¥, ", &c.feront de p~+ p'=+2,p H p'=~3, &s.
a", 8", ", &c ferontde p4r p'+3.p + P 40 &<
p & p marquant les dimenfions de A & A’

dimenfions.

Concevons quon fubflitue pour x* fa valeur
=27 —A,o‘ —2_, i ft facile de voir que la valeur de ",
aura pour dénominateur 4'S. Donc quand on aura fait toutes les
fubftitutions dans les trois équations du 8.™ degré, & quon
aura fait difparoitre fes fractians, le demier terme des trois
morvelles équations fera de p 4+ p’ —— 9 —+ 6 p' dimenfions
pour la premitre; de p - p' -4+ 10 ~ 6 p’ por Iz
feconde; de p —+ p' 4~ 11 -+ 6 p pourh troifme, & par
confiqaet les codfficiens de #°, x ,+°, awront fucceffivement,

Pourls 1.° p+7p w7 p+77+ S p+77+ 9]
Pourlaz.™ p+7p + 8, p+77+ 9 p+7F + 10 dimenfieng
Pourla3.® p+7p + 9 p+7F + 10, pH7F + 11

Donc fe degré dePéquationfans x, fera 3 p t—21p'-273

imais fuivant &' premicre  méthode, d ne 'desv?i.t_. gtre- qug
ol 1
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3'p =+ 9 p' —+ 27 donc la nouvelle méthode donne und

équation plus élevée quil nefaut, de 12 p' dimenfions, & 3
proportion dans le. degré plus élevé; mais cet inconwénient
qui feroit trés-réel, f1 le divifeur de 12 dimenfions que fé-
quation finale' renferme alors éwoit complexe,, difparoit totale-
ment quand ce divifeur eft monome, & il eft tel en effet
dans le cas préfentr Pour. sen comvaincre,. il faut. remarquex
que la nouvelle 'méthode donne le méme réfultat littéral,
quel que foit p’; donc Y'équation finale - doit avoir le méme
divifeur littéral quand p eft zéro, que quand il ne feft pas;
or quand p’ eft zéro, Péquation finale efta fon véritable degré,
pui(}qu’eile eft alors du degré 3 p 4 27; donc le divileur
quelle peut avoir, & qu'elte a'en effet, ne peut ére quune
puiffance de A, puifquil n'y a que 4’ qui foit de zéro di-
menfions ; donc puilque ce' divifeur doit ére le méme dans
tous les cas, on-en doit conclure que. I'équation finale dans lg

eas préfent fera divifible par A’ .

On prouvera de méme que, dans 'exemple que nous avons

. traité ci-deffus, I'équation devoit. ére divifible par A'* comme

nous I'y avons. fuppofé, & comme le calcul le prouve en
effet, & en général que Téquation finale fera divifible par
Atm=m) =1 ce qui fe déduit, tant-de ce- qui vient d'dire
dit, que du Lemme I1I.. :
~ Cette remarque peut' étre utile pour abréger encore le
calaud , parce que dés quon fait que I'équation finale doit
étre divifible par A= =%, on eft en.droit de rejeter,
dans les multiplications par Iefquelles on parvient 2 Péquation
finale, tous les termes dans lefquels on prévoit que A’ aura
2 Ja fin un expolant moindre que A'*== =+, Quand.
m — ni, on voit qualors il n'y a aucun divifeur, & que
par conféquent la-méthode expofée pour-ce cas, méne directe:
ment au réfultat le plus fimple. -

" Le calcul que nous avons fait ci-deffas pour éiminer »
de deux équations, l'une du quatritme, fautre du fecond
degré, eft devenu beaucoup plus facile quil n'y ayoit lieu dg
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Jefpérer, par la remarque que nous avons faite qu'apis avoir
formé le produit des deux premiers facteurs, on trouveroit
tout de fuite le produit des deux autres, en échangeant feule-
ment les lettres de la premic¢re & de fa feconde équation dans
Jefquelles on avoit fubftitué. Cet avantage ne fe borne pas an
cas ol J'une des deux équations propofées monteroit au fecond
.degré; mais pour mieux faire fentir en quoi il confifte dans
.chaque cas, prenons encore un exemple. '
Soient donc Ax5~+ Bxt < Cx34 Dx*+ Ex 4+ F.= o
& Ax3} Bx*+ Cx + D = o,
on tirera de la comparaifon de ces deux équations, faite
-comme il a é¢ expliqué ci-deflus, trois équations de la forme
fuivante ; '
fxt4gxX+ hx'+ kx 4+ 1 = o,
A+ g0+ Kt Kx + I' = o,
ot 4 g5+ K" KFx 4+ " = o,
, . ’ — B —Cx =D
& Téquation 4’5’ + 8&c. donnera ¥’ — —
BB+ BPCOx+ BD

—_— AC S — A D’ )
. Aﬁ —_— ‘Al - 4 ; w COHfé(luent cn ﬁlbft[-

guant, on aura les trois équations fuivantes;

— fAIC' x’ — fA’D' — glAIDI =°’
—gaB (Y —gac(T 4 a4
o hAt)) kA

FEBY +[BCY + [ED
L "lc’ ‘_ fA;DI - glAIDI =0;
——g’AIB' _g,A,Crx +1'A’A'
FHA) 4 KA |

f.BlB'r +f'B'C' + f’BIDl
—fac(,— rap( , — g408=e.
p— J”A’B’ X gﬂAlC/ X‘+ 1"A'4

; ﬁ_‘ A’A‘: ':h #IA':
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Pour diminer, il ne feroit plus queftion que de fubftituer dans-
la feconde formule de la feconde forme du Lemme. I; mais.
fa fubfliution entitre n'eft pas néeeffaire, il fufhit de la faire
feulement dans fe premier tame qui eft (&' &' — d'4) ¢,
e qui dormera pour premier werme de l'éguation fimale, b
quantité fuivante ; '
[{(fBB—FAC—g AB 4+ hA") (fBC— fAD—gACH KA")
—(fBE—fAC—g AB+ KA") (fBC—=[AD —g & C+KA")]
(f'BD—g' AD"+["A4');
pour évaluer ce terme, on' multipliera fes deux premiers-
fa&teurs renfermés entre les doubles parenthéfes, & en chan-
gat fen f & fenf, geng & g' en g, Xainflt
de fuite, changeant de plus les fignes, on aura le produit des-
deux autres facteurs renfermés entre les doubles parenthefes;:
on multipliera le tout par le- fateur quiaffecte la double
+ parenthéle, & dans ces multiplications, on omettra tous les-
termes que J'on prévoira ne devoir pas avoir i Ja fim. A* pour
falteur.. : ‘
Cela pofé,. on: changera dans le produit total quion vient:
de former; 1.° tous les fignesy 2.° f en f* & f™ en f,
geng' &g'en g, & ainfi de fuite, & on aura ce quauroit.
produit la fubflitution dans- (4”6 — a8")c’ fecond terme de
1a formule ;. enfuite on changera encore dans Ie premier produit
total fen " & f"en f, gen g & g en g, &c. on.
changera auffi ks {ignes, & on aura pard3, ce quauroit
duit la fubftitution dans (&'8" — 4" 6')c; la fomme de ces:
trois réfultats étant égalée 3 zéro, & divifée par A'* donnera.
Téquation fimle, en y fubftituiant dnillears powr £, g, &c..-
8, & [, 8% &c. leurs valeurs dennées par 1a méthode
ci - deffus.. B
En voili affez fur Jes équations 3 deux inconnues. Je:
n'infifte point fur fufage qu'on. peut faive de ces méthodes,.
pour fa conftru@ion des formules d’élimination; mais la forme:
fous faquelle ces méthodes fes donnent, me paroit trés-propre-
3 mettre {ur la voie pour les former par ung regle générale -
: ‘ qui
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«qui n'exige point de fubftitutien dans aucune formule; c'eft un
travail auquel ;mvue ceux qui feront affez heureux pour avoir
plus de temps & dépenfer que moi.

Ia méthode pour les équations 2 trois ou i un plus grand
nombre d’inconnues , peut recevoir aufli des abréviations
fondées fur les mémes principes ; 3 la vérité ces abréviations
introduiront un facteur, mais il fera monome & déterminable
indépendamment de F'opération. Nous nous contenterons d'ex-
pofer ces moyens dabréviation, en prenant pour exemple
les équations & trois inconnues; cet expof¢ & celui
avons fait a P'occafion des équauons a deux inconnues, ?ulf%ront
;c pente, pour faire connoftre comment on doit traiter fes
équations 3 un plus grand nombre d'inconnues.

Soient donc d'aboid les trois expafans de x égaux entr'eux,
on déterminera, par les moyens donnés plus haut, les valeuvs
den,n’ & #" ou ﬁmplement les valeurs de # & #", paroe
aque dans le cas préfent n =1\

Cela pofé, les trois équations étant

As® 4 B = Ca" " - Dx" 73 - L iibeinsaone T=o;
A2 Ba® " - O - D™ " 4= e Ceeeen T'=o»,
A e B e O T D% T st T'= e,

a4 lieu de multiplier ces équations relj)e&lvcment par

Mx® — Nx" 7' 4= &
‘x" = Na® T 4 &e
”x'” —l— NII By — 3 + &c'
sy prendm de la maniére fuivante.
Du produit de la.premiére multipliéee pan A, on
retranchem celul de fa feconde multipliée par A.
2. Du produit de la premiére multipliée par A'x —~+ B,on
retranchera le produit de la feconde multipliée par A x —+ B.
.° Du produit deja 1.™ multipliée par A’ ‘+ B'x+-C',
on retranchcra le produit de la feconde multiplide par Ax* —-
Bx —+ C, & on continuera de méme ;uﬁ;ud ce que le multipli-
cateur foit, devenu du degré », aprés quoi on comparera ha
- premiére 3 Ja uoifiemg d¢ la mémg manicre , ccﬂ-&-duc que:
Mem, 1764
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1.° Du produit de ia premiére multipliée par A", on retran~
chera le produit de fa feconde multipliée par A4.
~ 2.7 Dix produit de fa premieére multipliée par A"x —4— B”, on.
retranchera le produit de la feconde multiplié par Ax—— B,
& ainfi de fuite jufqu'a ce que le multiplicateur. foit. devenus
du degré #". '
Par ces opérations, on aura # - #"—~ 2 équations, cha—
cune du degré m — 1; & comme n=—rm-—n"— 2,
on aura m équations-du degré m — 1, c'eft-3-dire autant qu'il:
eft néceffaire pour diminer par fa fimple fubftitution duns fes-
formules du Lemme I, & moins qu'on n'en auroit. eu, .fi on:
fe fut borné a chercher fes valeurs de M4, ¥, &c.. M, N', &c..
M", N', &c. Pour connoitre maintenant le divifeur monome:
wacquérera ['équation,. #f faut. remaquer que les: dimenfions.
es coefficiens des termes des équations formées par la com-
parailon de la. premitre & de la feconde équation propofées,,
feront '
Pour Bal® pobe - tp P 3 p e o p 4, B il p )
Pourb sl pt-pbap+p+3,p+ V4 p+p—+5, & Uit p g 4m 1
Pourfa 3 p - pf =+~ 3, p + Y442+ Y4 5P+ F 4 6, &c julqua p+;/'+.n+z,&u- .

Je mombre de ces progreflions étant # —— 1 ; & par la com-
paraifon de fa premitre & de fa troifiéme, .

P+l tsprpia, p ) 3P P 4, Uil p - pem )
PHP 2 p 3 P g p P s, gl pe P m v
EHV 3,2+t 40P+ P50 p + P 6, julqh p 4 P w3, &a.

Je nombre de ees progreffions éiant " —- 1..
~ Donc par le corollaire 11 du Lemme 11, la dimenfion d&-
Yéquation fans x. réfultante de cette méthode, fera
L UV

(2P = 3p4n—4-2) (——=) =~ (20 <+ 257

2
1 f ’ K | BN
—+u'—+2) ( -:' )+ (n—+n"4+2) (ﬂ_) .

Y
=mm—m =1 —p 4 p' - pm 4 pm
e (M= p' — p" —n"— 2')’lll’eelgmettantpmun,ﬁ
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valeor m — "' — 2; orladunmﬁondcl’e’qmuon&u
ne doit étre que mm — m—— 1 —p—p —+ p'
~—pm—-pm— (m—p—p—p'— a"— 2)u";
donc la nouvelle méhode donne un excés de p + p i
.dimenfions.

Or je conclus de-Ia I'équation qu'elle donne eft divi-
fible par A """’, en e#eet puifque I'é quauon eft trop élevée
de p =+ p #" dimenfions, chacun de fes termes étant nécef
fairement du ménfie nombre de dimenfions, i faut que chaque
terme ait un facteur fuperflu de p —— p 4" dimenfions ; or
je dis que ce facteur eft le méme pour chaque terme, & cela
eft évident, puifque lorfque p fera zéro, il doit &re de zéro
dimenfions, ce qui ne peut convenir qu3 A4 ; donc ce facteur
£ft généralement 4' ", éclaxrcnﬂ'onscctexpo(édehméthode
jar un exemple. Soient les trois équations ,

Ax34 Bx*4 Cx 4+ D = ;0.
. Ax*4 Bx'+4 Cx 4 D = o,
A4 Bx Cx + D'=o0,
& foient A de deux dimenfions, 4 de trois, & A* dun¢
dimenfion ; on aura

—_— @ —
’—S 3

."—

a—3 ; .
- yn== —— la plus petite
wvaleur quon puiffe donner i «, pour que n,n,n (blerk
pofitives, & pour que m —— # foit plus grand que m" —— 4"
&t a = ¢ ; donc 4" _...o,u_—:.l,a_....x.&pat
conféquent G = 18.

Si on renverfe 'ordre des équations & qu'on congoive que
«celle qui éoit fa feconde eft a&uellement la demiére, & que
fa demitre devient la ‘feconde, #, o', #* répondant als
premitre, feconde & toifme équauon du " nouvel arran-
gement ; on aura,

::__-———‘-,n.z—_-"*‘ Sn= ;la plus petitg
sahquuon puiffe dommﬁu.,g(tn:::l{.qm donng
1y
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' —=o,r = 1,n=1 & G = 16.

Renverfons encore Yordre des équations, de maniére que
celles qui dans le premier arrangement étoient les deux der-
nicres ,. foient actuellement les deux premiéres, & que fa pre-
miére devienne fa dernicre ; nous aurons,, :

y__ 3—a r__ a—1 _ e—=r . .
u__—Lz——,n_ — ,n= » Ta plus petité

2

valeur quon. puiffe donner & « eft 3, qui donne »" = o;
"—=1,n—=1&G= 17, & comme les équations
propofées ne pourroient étre comparées deux i deux feulement,
fans donner une valeur de G au-deflus de 177, jen conclus
que pour éliminer dans le cas préfent, il faudroit, fuivant la
premiére méthode, les combiner- trois 4 - trois en deux. ma-
ni¢res; la premiére en -ajoutant fe produit de A x* 4 Bx*
— Cx 4+ D par Mx —— N, avec le produit de A"x}
—+ B's* ++ €"x 4 D'par M's—+ N", & avec le produit de:
A%’ 4= B'x* 4~ C'x 4~ D' par M", ou fimplement avec
A'x? 4= B's* -~ C'x + D'; & la feconde en ajoutant le
produit de A'x*> 4 B's* 4+ C'x 4 D' par M'x—+ N',.
avec le produit de A"X’—+ B'x*+C"x D" par M"x + N",
& avec le produit de Ax* + Bx* - Cx -+ D par M,.
M, N, Ml: N’I M”' N”r mﬂl‘quent iCi-’dﬁ q_uantités diﬁ-é;
rentes-de celles du premier cas.” ' |

Pour parvenir au méme' réfultat par fa feconde méthode ;.
on sy prendra de fa maniere fuivante.

Ayant vu qu'il faut multiplier A x* 4 Bx* 4 Cx — D
par Mx —~ N, A%’ ~— B"s’+ C"x 4~ D" par M'x + N,
& A% 4= B'x 4 C'x 4+ D' par M’ feulement ; jécris
fes' trois équations dans Fordre fuivant ;

’ A4+ B+*4+ Cx 4+ D = o,
A3 4 B'%* 4 C°x 4 D" = o,
Ax*4 B'x 4 C'x + D' = o.

Du produft de fa premi¢re par A", je retranche le produst

de la fecoride par 4, & fai :

(4B — AB") 82 (AC— AC*) %+ A'D — 4D'= o
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Du produit de la premiére par A’x —+ B', je retr.mche
leprodmtdelafecondepm'/}x—f—B & jai

(AC— AC") x* 4= (A"D = AD"+ B'C ~ BC") x 4 B'D — BD"= 6.

Du produit de la premiére par A% je retranche le produit
de la troifikme par A4, & jai

(A'B — AB) xs 4 (AC — AC') x - AD — AD — 6,

La queftion eff réduite 3 comparer ces trois équations du -
2. degré 4 fa 2.4° formule de la 2.™ forme du Lemme I,
hquelle donnera

[(A"B — AB") (A'D— AD* 4 B'C — BC") (A"C—AC")*] (A'D — AD"
- [(A'B — AB!) (A“C — AC") — (A'B — AB") (AC — AC')] (B"D — BD“} =
4 [(A'C— AC") (A'Cem AC") e (&' Be AZ ) (A" D m AD* - B*C BC")] (A"D— AD")y

'6'qmt|'on qui, aprés les opérations faites, fera divifible par 4'™*"*,
ceft-i-dire par A.

Pour_avoir la feconde équation fans x, ll n'y a autre
chofe 3 faire qu'a changer, dans celle qu'on vient de trouver;
AenA& Aen A, B en B & B en B, & ainfi de fuite..

Dans les degrés pairs, ce changement ne donnera point une:
nouvelle équation ;. C'eft pourquoi “H fandra faire le- calcul pour

‘autres valeurs de » & de 4", qulon trouvera comme il a éé-
dit plus haut. o
Soient rmmtenant m, m', m" mcgaux & que m foit plus:
d que m' & m' plus gmnd que ", ou qu’ il y ait tout au
plus égalité; apres avoir déterminé #; #” & 1", on procédera:
comme il fuit :

° Du produit de Ia remlere par A', on retranchera’ l¢
prodult de fa feconde par. A x™ "', & onauraune premlere:
equahon du degré m — 1.

2.° Du produit de Ia premidre par A'x =~ B’, on retrans
chen le produit de fa feconde par Ax™ ™' %" 4 Bx"T™,

& ou aura.une feconde éqmuon du degré m — 1.
Tt iij
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- 3.° Du produit de la premi¢re multiplide par A'x* + F
—+ C', on retrancherale produit de fa feconde multipliée par
AT By T 4 Ca ™™, & onamn
une troifitme équation du degré m — 1. |

On continuera aiufi julqu ce quele premier multiplicatenr
foit devenu du degré n.

On fubftituera dans chacune de ces équations, au lieu de
&™' & fes puiffances plus élevées, fa valeur de x™', tirée de
la feconde équation, & les puiffances plus devées qu'on eq
.concfura par des multiplications & fubftitutions fuccefives; par-i3,
onaura # = 1 équations chacune du degré ' — 1.

Ces opérations faites, {i # -+ 2 eft plus petit que m", on
.comparera fa feconde A la troifiéme comme on a comparé s
premiére i la feconde, mais feulement julqu’a .ce que le mul-
. tiplicateur de fa feconde foit devenu du degré s’ —n — 25
«e qui donnera m" — n — 1 équations du degré w' — 1,
& par conféquent on aura en tout m" £quations chacune du
degré m' — 1. ' )

Si 4+ 2 fetrouvoit plus grand que ", on ne compareroit
da premicre équation 4 la feconde que jufqui ce que le multi-
bplicateur fit devenu du degré ¢# 4~ 4 — m",

Alors on fubftituera,, dans chacune des " équations.du degré,

' — 1au lieu de x"' & fes puiffances {fupérieures, |a valeur
de x™" & de fes puiffances fupérieures cenclues de la troifitme
«quation, & on aura m" équations ehacune du degré u' — 1,
delquelles, comparées aux formules du Lemme 11, donnerons
Téquation fans x.
. I ne refte plus qua démontrer que Iéquation fans x, trouvée
Ae cette maniere, ne fera pas plus dlevée quelle ne doit étre,
ou du moins que le divifeur quelle aura fer# monome : void
40omment oh y parvient. a

Les n + 1 équations réfultantes de fa comparaifon de I
premicre équation 4 fa feconde, faites avant ka fubflitution de
&'y feront telles que les dimenfions fucceflives des coefficiens
des puitfurces de x, ferons, . S

Y
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PP+ L PP+ 2 p 4P+ i p P
PH+FPF+2,p+p+ 3 p+p+ 4 julquipp 4 m+41
PH+rPF+ 3 p+P+ 4 p+pP+ 5 julquap4p-mo 2, &
jufqua n +4- 1 progreflions. '

Et aprés fa fubflitution de x™' les dimenfions des coéfficiens

feront.

BT A=l d t e (il )/, p - [ -1 —trf = 3 - (m—n Jy/ juqu'h - P -mg-(mLnt )y

PA-m—tl =2 = (el ), pot-pf 11l 3~ (M) P UG ptep)/ -ttt - (m—nl jf

g—!—m—p{-h;-o-{m—n/j/, PtV me—f - 4(m—w) p jOlQUa g/ -m-2 - (m—nl )/ &Koy
jufqud # 4+ 1+ progreffions. - , '

- Les m" — n — 1 équations réfultantes de Ja comparaifon

de la feconde équation i la troifieme, faites avant la fubfti-

tution de x ™ *, auront, pour dimenfions fucceffives des puiffances-

de x, les progreffions fuivantes :.

¥4+ +p 42, F 4+ 3 i p 4+
F+r+2F+7 43, P+ + 4 julqui pf+p 4 41

FH+r+3. 7+ +4 F+p 4+ julqua p) +p' +m' + 2, 8-
jafqua un nombre dc progreflions = m“ — n — 1..

& lorfquon aura fuit la fubftitution de x™°, tant dans les
# —— I premiéres équations, que dans les m*' — # — ¢
demidres, on aura 1.° # —— 1 équations du degré m" — 1,.
dont les coéfficiens des puiffances de x. auront. fucceflivement.
pour dimenfions ::

P+ Mttt 1 = (el ) A ()" P b~ -2 sl ) el et J
jufqua p—y/ =M= (m— ) - (0f — ")

Py e =3 e (Ml )Y ({1l p - - m— 1’3t~ (Ml ) - (il — )"
julqua p+p A= m- 1 A= (m— ) J = (n — ") P

Py B e e A )
JUU's pte pf = e 1 = (1 ) A~ (W — ") ", B
jufqu'a » - 1 progreflions. .
2.° m" — n— 1 équations du degré m" — 1.dont les:

eocfhiciens des puiffances de », auront. fucceflivement. pour:

dimenfions. .
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F AP m ek (W ) L P H s (W — o)

juQud pf - p A=t =l — ") P
PAp el —m s (nl =) o AP A=t e 0" = 3 e (W — ") P
Qs f e A (W — ) Pt
PP —m 3 (f =)y gt = g (ol — ) )
C julqud f - A= 3 - (W — ) p", & '
plqua " = — 4 progeeflions. . :
' Donc par le Corolhaire I1 du Lemme 11, la dimenfion dg
Téquation fans x ; fera,

[2pt+2p+2m—znt+2+42(m—u)pt 2 (o
—’”")]’"'*-ﬂ](n:-'}—F[Z}"F'-,ZP”'J‘Z,'“."LZM.

+z(fn’—m~)P’+m""‘”] (@,—:—' )+..
m—a ° ‘ ; .

( N )o

Ceft-2-dire en mettant pour # fa valeur m' — 4" — 2,
G =mafpr—mpn fm—ptp f i — P mp

A m P m —p o —p w4 P w4 P

" » "

—pn e~ (m = p— P A—2 - po

—pm)
mais_elle ne. devroit étre que
wmu'+pwpm—m—wo—p—p+ P+
LA~ w A p PP A —2) A
donc elle eft trop forte de- \

F—zpmtpm Aol gfmu —p i —p w
S+ PP — P m —(—p A pm—p )
=p [(m— ) (mM—=n"—2) 4"+ 1 —n 4 ']
+ (rf — m") (m"— 1)p=p[(m—m)n++m"— n~—r1]
+ 7 (M =) (m'—1); _

Or je dis 1.° que le facteur fuperflu qui affede chaque
terme de I'équation fans x, ne peut renfermer dautres lettres
que A & A"; en effet, la dimenfion de ce faeur étant
P —m)n—= ' —n—1] 4 p" (0 —n

, (m" — 1), doit éure zéro qand p’ & p" feront 2éro; or i
_ ooy
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iy 4 qu& A' & A", qui foient généralement des dimenfions
nulles dans ce cas, :

2.° Je dis que ce fafteur fera monome; car lorfque p’, par
exemple, fera zéro, chaque terme de I'équation n'aura plus fon
facteur fuperflu que de p" (m' — mi") (m" — 1) dimenfions;
or il eft facile de voir que ce fatteur doit étre commun 2
tous les termes; donc il le fera aufli lorfque p! ne fera pas zéro,
& comme le raifonnement eft le méme de p" comparé i p’
que de p' 2 p"; il senfuit donc que le fafteur entier fupertlu
eft commun 4 tous les termes de I'équation, & qu'il ne pent
étre quune puiffance de A" multipliée par une puiffance de 4",
ceft-a-dire qu'il ne peut-étre que
-A’ (v o) 0 o o e R -3 A" (ufg—li"){d’—-:}.

Nous ne pouflerons pas plus loin ces recherches fur fes
moyens d’abréger e calcul de I'dimination: ce que nous en
avons dit fuffit pour faire connoitre ce quon aura 2 faire quand
le nombre des équations fera plus grand. .

Au refle, je crois ces méthodes encore trés-fufceptibles de
perfection, & il y a un grand nombre de cas ot en fuivant
Ies principes fur lefquels elles font fondées, on parvient & trouver
des routes plus faciles; mon objet ne devant pas étre dans ce
Mémoire dentrer dans ces déails, je me bome a en avertir.

La recherche de Ja dimenfion que doit avoir I'équation
réfultante de I'évanouiffement, eft utile, comme on a pu le
voir dans ce Mémoire, en ce qu'elle fert 2 juger fi une méthode
quon fe propoferoit d'employer pour éliminer, convient i ce
but ou non, en apprenant {i 'équation 2 laquelle cette méthode
conduira, fera ou ne fera pas dun nombre de dimenfions
fupérieur 3 ce qu'il doit étre, & méme fi le factewr fuperflu -
doit étre monome ou complexe.

On peut encore appliquer 3 beaucoup d'autres ufages cette
mani¢re de combiner les équations, particuliéerement 3 fa
recherche du commun divifeur de plufieurs quantités complexes.
En effet, fi deux, trois ou un plus grand nombre de quantités
complexes ont un divifeur commun compofé, par exemple, de .
i, & de telles autres quantités quon voudra, on peut fuppofer

Mem. 1764 Vu
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que chacune de ces quantités eft zéro, parce quielle le devien-
droit en effet, fi on mettoit pour x fa valeur qu'on auroit en
égalant ce divifeur 3 zéro: alors ou le divifeur eft d'une, ou
de deux ou dun plus grand nombre de dimenfions; il nYy
a donc qud chercher quels font les polinomes indéterminés
lefquels il faudroit multiplier chaque équation pour qu'en
égalant 3 zéro la fomme des produits, il n'y reftit que les deux
demniers termes, fi fe commun divifeur doit étre d'une dimen-
fion, ou les trois demiers, s'il doit étre de deux dimenfions, &
ainfi de fuite, J¢ me contente d'indiquer cet ufage.



