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Contributions au fondement de la théorie des ensembles 
transfinis 

 
 

par Georg Cantor à Halle  
(premier article) 

 
          « Hypotheses non fingo. » [Newton] 

 

« Neque enim leges intellectui aut rebus damus 
ad arbitrum nostrum, sed tanquam scribae fideles  
ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus 

et describimus. » 
 

« Venlet tempus, quo ista quae nunc latent, in 

lucem dies extrahat et longioris servi diligentia. »1 
 
 
 

§ 1.  
LE CONCEPT DE PUISSANCE OU LE NOMBRE CARDINAL 

 
Par « ensemble », nous entendons tout rassemblement M en une totalité d’objets m de 

notre intuition ou de notre pensée, déterminés et bien différenciés (qui seront appelés les 
« éléments » de M). 

En signes, nous exprimerons cela ainsi : 
(1)      M = {m}                                             
Nous désignerons la réunion de plusieurs ensembles M, N, P, …, qui n’ont aucun élément 
commun, par 
(2)      (M, N, P, …)                  
Les éléments de cet ensemble sont donc les éléments de M, de N, de P, etc. rassemblés. 

Nous appelons « partie » ou « ensemble partiel » d’un ensemble M tout autre ensemble 
M1 dont les éléments sont également des éléments de M. 

Si M2 est une partie de M1, M1 une partie de M, M2 est aussi une partie de M. 
Tout ensemble M possède une « puissance » déterminée, que nous appelons aussi son 

« nombre cardinal ». 
Nous appelons « puissance » ou « nombre cardinal » de M le concept général qui, grâce à notre 

faculté active de pensée, résulte de l’ensemble M dès lors qu’il est fait abstraction de la nature de ses 
différents éléments m et de l’ordre dans lequel ils sont donnés. 

Nous désignons le résultat de ce double acte d’abstraction, le nombre cardinal ou 
puissance de M, par 

(3)      M . 

                                                                 
1. [N.D.T.] La première citation latine est tirée de la deuxième édition des Principes mathématiques de la 
philosophie naturelle de Newton, publiée en 1713, où il expose sa théorie de la gravitation universelle. La 
deuxième est empruntée à Francis Bacon (1561-1626), communément considéré comme le père de la méthode 
expérimentale et dont Cantor était persuadé qu’il était le véritable auteur des pièces de Shakespeare. La 
troisième est tirée de la Bible.  
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Puisque chaque élément isolé m, abstraction faite de sa nature, devient un « un », le 

nombre cardinal M  est lui-même un ensemble déterminé constitué de purs uns, qui existent 
dans notre esprit comme image intellectuelle ou projection de l’ensemble donné M. 

Nous appelons « équivalents » deux ensembles M et N, et le désignons par 
(4)     M ∼ N ou N ∼ M, 
s’il est possible de les mettre, conformément à une loi, da ns une relation telle qu’à chaque élément de 
l’un correspond un et un seul élément de l’autre. 

À toute partie M1 de M correspond alors une partie équivalente déterminée N1 de N et 
inversement. 

Si on a une telle loi de correspondance [Zuordnungsgesetze] de deux ensembles 
équivalents, elle peut être modifiée de différentes manières (sauf dans le cas où chacun des 
ensembles ne consiste qu’en un seul élément). On peut toujours notamment veiller à ce qu’à 
un élément particulier m0 de M corresponde n’importe quel élément particulier n0 de N. En 
effet, si par la loi originelle, les éléments m0 et n0 ne se correspondent pas encore l’un à 
l’autre, mais qu’à l’élément m0 de M correspond plutôt l’élément n1 de N et à l’élément n0 de 
N plutôt l’élément m1 de M, on peut modifier la loi de façon que m0 et n0 et de même m1 et n1 
deviennent des éléments correspondants des deux ensembles, cependant que la première loi 
demeure inchangée pour les éléments restants. Ainsi le but est-il atteint. 

Tout ensemble est équivalent à lui-même : 
(5)      M ∼ M. 
Si deux ensembles sont équivalents à un troisième, ils sont équivalents l’un à l’autre : 
(6)    de M ∼ P et N ∼ P il suit M ∼ N. 

Il est d’une importance capitale que deux ensembles M et N aient le même nombre cardinal 
lorsque et seulement lorsque ils sont équivalents : 

(7)    de M ∼ N il suit M  = N , 
et 

(8)    de M  = N il suit M ∼ N. 
L’équivalence des ensembles constitue ainsi la condition nécessaire et suffisante pour l’égalité de leurs 
nombres cardinaux. 

Effectivement, d’après la définition de la puissance donnée ci-dessus, le nombre 
cardinal M  demeure inchangé si un élément, ou plusieurs éléments, ou même tous les 
éléments m de M, est remplacé par une autre chose. 

Si maintenant M ∼ N, cela se fonde sur une loi de correspondance par laquelle M et N 
sont liés l’un à l’autre biunivoquement, de sorte qu’à chaque élément m de M correspond un 
élément n de N. Nous pouvons alors nous imaginer qu’à chaque élément m de M est 
substitué l’élément correspondant n de N et transformer ainsi M en N sans modifier le 
nombre cardinal. Il s’ensuit 
      M  = N . 

La réciproque du théorème résulte de la remarque qu’existe entre les éléments de M et 

les différents uns de son nombre cardinal M une relation de correspondance biunivoque. 
Car en quelque sorte, comme nous l’avons vu, M  naît de M du fait que chaque élément m de 

M devient un un particulier de M . Nous pouvons donc dire que 
(9)      M ∼ M . 

De même, N ∼ N . Comme M  = N , il suit, d’après (6), que M ∼ N. 
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Nous mettons encore en évidence le théorème suivant, qui résulte immédiatement du 
concept d’équivalence : 

Si M, N, P, … sont des ensembles n’ayant aucun élément commun, si M’, N’, P’, … sont des 
ensembles possédant cette même propriété, et si  

    M ∼ M’, N ∼ N’, P ∼ P’, …, 
on a toujours aussi  
    (M, N, P, …) ∼ (M’, N’, P’, …). 
 
 
 

§ 2.  
« PLUS GRAND » ET « PLUS PETIT » POUR LES PUISSANCES 

 
Si deux ensembles M et N de nombres cardinaux a = M  et b = N  satisfont aux deux 

conditions : 
1) il n’y a aucune partie de M qui soit équivalente à N, 
2) il y a une partie N1 de N telle que N1 ∼ M, 

il est immédiatement évident que ces conditions demeurent satisfaites si les ensembles M et 
N sont remplacés par deux ensembles M’ et N’ qui leur sont respectivement équivalents ; elles 
expriment donc une relation déterminée entre les nombres cardinaux a et b. 

De plus, l’équivalence de M et de N, donc l’égalité de a et de b, est exclue ; car si on avait 
M ∼ N, on aurait aussi, puisque N1 ∼ M, N1 ∼ N et, du fait que M ∼ N, il existerait aussi une 
partie M1 de M telle que M1 ∼ M, et on aurait aussi M1 ∼ N, ce qui contredit la condition 1). 

En troisième lieu, la relation de a à  b est telle qu’elle rend impossible la même relation de b à 
a ; car si dans 1) et 2), les rôles de M et de N sont échangés, il en résulte deux conditions qui 
contredisent les premières. 

Nous exprimons la relation de a à  b caractérisée par 1) et 2) en disant : a est plus petit que b ou 
encore b est plus grand que a, en signes 
(1)      a < b ou b > a. 
On démontre facilement que  
(2)   si a < b et b < c, on a toujours a < c. 
De même, il résulte immédiatement de la définition que, si P1 est une partie d’un ensemble P, de 

a < 1P  résulte toujours aussi a < P  et de P  < b résulte toujours aussi 1P  < b. 
Nous avons vu que chacune des trois relations 
    a = b,  a < b,  b > a 

exclut les deux autres. 
En revanche, il ne va nullement de soi et, à ce stade du cours de nos idées, on ne pourrait guère 

démontrer que pour deux nombres cardinaux quelconques a et b l’une de ces trois relations doive 
nécessairement être vérifiée. 

Ce n’est que plus tard, lorsque nous aurons acquis une vue d’ensemble sur la suite croissante 
des nombres cardinaux et compris son enchaînement, qu’il en résultera la vérité du théorème : 

A. « Si a et b sont deux nombres cardinaux arbitraires, soit a = b, soit a < b, soit b > a. » 
Il est des plus élémentaires de dériver de ce théorème les théorèmes suivants, dont nous ne 

ferons cependant aucun usage pour l’instant : 
B. « Si deux ensembles M et N sont tels que M est équivalent à une partie N1 de N et N à une partie M1  

de M, M et N sont aussi équivalents . » 
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C. « Si M1 est une partie d’un ensemble M, M2 une partie de l’ensemble M1 et si les ensembles M et M2  
sont équivalents, M1 est aussi équivalent aux ensembles M et M2. » 

D. « Si deux ensembles M et N son tels que N n’est équivalent ni à M lui-même ni à aucune partie de M, 
il y a une partie N1  de N qui est équivalente à M . » 

E. « Si deux ensembles M et N ne sont pas équivalents, et s’il y a une partie N1  de N qui est équivalente à 
M, il n’y a aucune partie de M qui soit équivalente à N . » 

 
 

§ 3. 
L’ADDITION ET LA MULTIPLICATION DES PUISSANCES 

 
 
La réunion de deux ensembles M et N qui n’ont aucun élément commun a été désignée 

au § 1, (2) par (M, N). Nous l’appelons l’«  ensemble-réunion » de M et de N.  
Si M’ et N’ sont deux autres ensembles sans éléments communs et si M ∼ N, nous avons 

vu que  
      (M, N) ∼ (M’, N’). 

Il en résulte que le nombre cardinal de (M, N) ne dépend que des nombres cardinaux M = a 

et N  = b. 
 Cela conduit à la définition de la somme de a et de b, en posant 

(1)       a + b = ),( NM . 
Puisqu’il est fait abstraction, dans le concept de puissance, de l’ordre des éléments, il suit  
(2)      a + b = b + a 
et pour trois nombres cardinaux a, b, c 
(3)       a + (b + c) = (a + b) + c. 
Venons-en à la multiplication. 

Chaque élément m d’un ensemble M peut être lié à chaque élément n d’un ensemble N 
pour former un nouvel élément (m, n). Nous notons (M . N) l’ensemble de toutes ces liaisons 
(m, n). Nous l’appelons l’« ensemble-liaison [Verbindungsmenge] de M et de N ». On a donc : 
(4)      (M . N) = {(m, n)}.  

On se convainc que la puissance de (M . N) ne dépend également que des puissances M = a, 

N  = b ; en effet, si on remplace les ensembles M et N par leurs ensembles équivalents  
M’ = {m’} et N’ = {n’} 

et si on considère m, m’ ainsi que n, n’ comme des éléments correspondants, l’ensemble  
       (M’ . N’) = {(m’, n’)} 
sera lié à (M . N) par une correspondance biunivoque telle qu’on regarde (m, n) et (m’, n’) 
comme des éléments correspondants ; donc 
(5)      (M’ . N’) ∼ (M . N). 

Nous définissons alors le produit a . b par l’égalité 

(6)      a . b = )( NM ⋅ . 
On peut aussi construire un ensemble de nombre cardinal a . b à partir de deux 

ensembles M et N de nombres cardinaux a et b par la règle suivante : on part de l’ensemble N 
et on y remplace chaque élément n par un ensemble Mn ∼ M ; si on rassemble en un tout S les 
éléments de tous ces ensembles Mn, on voit facilement que 
(7)      S ∼ (M . N), 
et par suite 
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      S  = a . b. 
En effet, si pour n’importe quelle loi de correspondance des ensembles équivalents M et Mn, 
on désigne par mn l’élément de Mn correspondant à l’élément m de M, on a  
(8)      S = {mn}, 
et ainsi les ensembles S et (M . N) sont liés l’un à l’autre par une correspondance biunivoque 
telle que les mn et (m, n) sont considérés comme des éléments correspondants. 

De nos définitions suivent aisément les théorèmes : 
(9)      a . b = b . a, 
(10)      a . (b . c) = (a . b) . c, 
(11)      a (b + c) = ab+ ac, 
puisque 
      (M . N) ∼ (N . M), 
      (M . (N . P)) ∼ ((M . N) . P), 
      (M . (N , P)) ∼ ((M . N) , (M . P)). 
Addition et multiplication des puissances sont donc soumises universellement aux lois commutative, 
associative et distributive. 
 

 
 

§ 4. 
L’EXPONENTIATION DES PUISSANCES 

 
Par « recouvrement [Belegung ] de l’ensemble N par des éléments de l’ensemble M » ou, plus 

simplement, par « recouvrement de N par M », nous entendons une loi par laquelle à chaque 
élément de n de N est lié un élément déterminé de M, où un et le même élément de M peut 
être utilisé de façon répétée. L’élément de M lié à n est en quelque sorte une fonction 
univoque de n et peut, par exemple, être désigné par f(n) ; elle est dite « fonction de 
recouvrement de n » ; le recouvrement correspondant de N sera appelé f(N). 

Deux recouvrements f1(N) et f2(N) sont dits égaux si et seulement si l’égalité suivante 
est satisfaite pour tous les éléments n de N 
(1)      f1(n) = f2(n), 
de sorte que si l’égalité ne vaut pas, même pour un unique élément particulier n = n0, f1(N) et 
f2(N) sont caractérisés comme des recouvrements différents de N. 

On peut, par exemple, si m0 est un élément particulier de M, supposer que pour tous 
les n 

      f(n) = m0 ; 
cette loi constitue un recouvrement particulier de N par M. 

Si m0 et m1 sont deux éléments particuliers et différents de M et n0 un élément 
particulier de N, il résultera une autre sorte de recouvrement de l’hypothèse 

      f(n0) = m0, 
      f(n) = m1 

pour tous les n différents de n0. 
La totalité de tous les recouvrements distincts de N par M constitue un ensemble 

déterminé d’éléments f(N) ; nous l’appelons « l’ensemble de recouvrement de N par M » et le 
désignons par (N  M). Ainsi 
(2)      (N  M) = {f(N)}. 
Si M ∼ M’ et N ∼ N’, on voit aisément que 
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(3)      (N  M) = (N’  M’) 

Le nombre cardinal de (N  M) ne dépend donc que des nombres cardinaux M = a et 
N  = b ; ils nous servent à définir la puissance2 [Potenz] ab : 

(4)      ab = ) ( MN . 
Pour trois ensembles quelconques M, N et P, on démontre aisément les théorèmes : 
(5)      (N  M) . (P  M) ∼ ((N, P)  M), 
(6)      ((P  M) . (P  N)) ∼ (P  (M, N)), 
(7)      (P  (N  M)) ∼ ((P . N)  M), 

dont il résulte, si on pose P  = c, que, sur la base de (4) et compte tenu du § 3, pour trois 
nombres cardinaux quelconques a, b et c, les théorèmes 
(8)      ab . ac = ab + c, 
(9)      ac . bc = (a . b)c, 
(10)      (ab)c = ab . c. 

On reconnaîtra sur l’exemple suivant combien ces formules simples, étendues aux puissances, 
sont riches de contenu et d’une grande portée. 

Si nous désignons par o  la puissance du continu linéaire X (c.-à-d. de la collection X de tous les 
nombres réels x, qui sont = 0 et = 1), on se convainc aisément qu’elle peut être représentée par, entre 
autres, la formule 

(11)      o  = 02ℵ , 
où la signification de ℵ0 est donnée au § 6. 

 En effet, d’après (4), 02ℵ  n’est rien d’autre que la puissance de toutes les représentations 
[Darstellungen] 

(12)  ...
2

)(
...

2
)2(

2
)1(

2
++++=

ν

νfff
x   (où f(ν) = 0 ou 1) 

des nombres x dans le système binaire. Si nous notons en même temps que tout nombre x n’a qu’une 

seule représentation, à l’exception des nombres 
µ

ν
2

12 +
=x < 1, qui seront représentés deux fois, nous 

avons immédiatement, si nous désignons par {sν} la totalité « dénombrable » de ces derniers 

      { } ),(2 0 Xsν=ℵ  
Si on retranche de X un ensemble « dénombrable » quelconque {tν} et qu’on désigne le reste par X1, on 
a 
     X = ({tν}, X1) = ({t2ν−1}, {t2ν}, X1) 
      ({sν}, X) = ({sν}, {tν}, X1) 
    {t2ν−1} ∼ {sν}  {t2ν} ∼ {tν}  X1 ∼ X1, 
par conséquent 
       X ∼ ({sν}, X) 

donc (§ 1)      ==ℵ X02  o . 
 Il suit de (11), en élevant au carré (d’après § 6, (6)) 

     o  . o = 00000 2222 ℵℵ+ℵℵℵ ==⋅ = o  
et par multiplications successives par o  
(13)       o ν = o . 

Si on élève les deux côtés de (11) à la puissance ℵ0, on obtient 

     0ℵo  = 0000 .2)2( ℵℵℵℵ = . 
Mais puisque d’après § 6, (8) ℵ0  . ℵ0  = ℵ0 

                                                                 
2. [N.D.T.] Le mot « puissance », qui traduit « Potenz », est ici à entendre au sens de l’élévation à une 
puissance, et non au sens de nombre cardinal, où il traduit « Machtigkeit ». La langue française ne peut éviter 
une ambiguïté absente en allemand. 
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(14)      0ℵo  = o . 
Mais les formules (13) et (14) n’ont pas d’autre signification que celle-ci : « Le continu de dimension ν 
comme le continu de dimension ℵ0 ont la puissance du continu unidimensionnel. » C’est ainsi que tout 
le contenu de l’article3 du tome 84 du Journal de Crelle, p. 242, est dérivé en quelques lignes de manière 
purement algébrique à partir des formules fondamentales du calcul des puissances . 

      
 
 

§ 5. 
LES NOMBRES CARDINAUX FINIS 

 
Il faut avant tout montrer comment les principes exposés, sur lesquels sera édifiée plus 

tard la théorie des nombres cardinaux infinis actuels ou transfinis, fournissent aussi le 
fondement le plus naturel, le plus court et le plus rigoureux de la théorie des nombres finis. 

À une chose isolée, si nous la subsumons sous le concept d’un ensemble E0 = (e0), 
correspond comme nombre cardinal ce que nous appelons « un » et désignons par 1 ; nous 
avons 

(1)      1 = 0E . 
Si on adjoint maintenant à E0 une autre chose e1, l’ensemble-réunion est dit E1, de sorte que 
(2)     E1 = (E0, e1) = (e0, e1). 
Le nombre cardinal de E1 est dit « deux » et est désigné par 2 

(3)      2 = 1E . 
Par adjonction de nouveaux éléments, nous obtenons la suite des ensembles 
     E2 = (E1, e2), E3 = (E2, e3), … 

qui nous fournit successivement, en une suite illimitée, les autres nombres cardinaux, dits finis 
et désignés par 3, 4, 5, … L’utilisation que nous faisons ici, à titre auxiliaire, des mêmes 
nombres comme indices est légitimé par cela qu’un nombre n’est employé avec cette 
signification qu’après avoir été défini comme nombre cardinal. Nous avons, si on entend par 
ν − 1 le prédécesseur immédiat du nombre ν dans cette suite 

(4)     ν = 1−νE , 
(5)     Eν = (Eν−1, eν) = (e0, e1, …, eν). 
De la définition de la somme du § 3, il suit 

(6)     11 += −νν EE , 
c.-à-d. que tout nombre cardinal (autre que 1) est la somme de son prédécesseur immédiat et 
de 1. 

Dans le cours de nos idées, passent maintenant au premier plan les trois théorèmes 
suivants : 

A. « Les termes de la suite illimitée de nombres cardinaux finis 
     1, 2, 3, …, ν, … 

sont tous différents les uns des autres (c.-à-d. que la condition d’équivalence posée au § 1 n’est 
pas satisfaite par les ensembles correspondants). » 

B. « Chacun de ces nombres ν est plus grand que ceux qui le précèdent et plus petit que ceux qui 
le suivent (§ 2). » 

                                                                 
3. [N.D.T.] Cantor, « Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre », Journal de Crelle 84, 1878, p. 242-258 ; trad. 
française : « Une contribution à la théorie des ensembles », Acta Mathematica 2, 1883, p. 311-328. 
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C. « Il n’y a aucun nombre cardinal qui, en grandeur, se trouve entre deux nombres voisins ν et 
ν + 1 (§ 2). » 

Nous appuyons les démonstrations de ces théorèmes sur les deux suivants D et E, qu’il 
faut par conséquent tout d’abord prouver. 

D. « Si M est un ensemble tel que sa puissance n’est égale à aucune de ses parties, l’ensemble 
(M, e) qui naît de M par adjonction d’un nouvel unique élément e, a aussi la propriété d’avoir une 
puissance qui n’est égale à aucune de ses parties. »4 

E. « Si N est un ensemble de nombre cardinal fini ν et N1 une partie quelconque de N, le 
nombre cardinal de N1 est égal à l’un des nombres 1, 2, 3, … ν − 1. » 

Démonstration  de  D. Si nous supposons que l’ensemble (M, e) a une puissance 
égale à l’une de ses parties, que nous appellerons N, il faut distinguer deux cas, qui 
conduisent l’un et l’autre à une contradiction : 

1) L’ensemble N contient l’élément e ; soit N = (M1, e). M1 est une partie de M, puisque 
N est une partie de (M, e). Comme nous l’avons vu au § 1, la loi de correspondance des deux 
ensembles équivalents (M, e) et (M1, e) peut être modifiée de façon que l’élément e de l’un 
corresponde au même élément e de l’autre. Les ensembles M et M1 se correspondent alors 
eux-mêmes aussi biunivoquement. Mais cela contredit l’hypothèse que M n’a pas une 
puissance égale à sa partie M1. 

2) Si la partie N de (M, e) ne contient pas l’élément e, N est soit M soit une partie de M. 
Par la loi de correspondance entre (M, e) et N qui sous-tend notre hypothèse, à l’élément e du 
premier peut correspondre l’élément f du second. Soit N = (M1, f) ; alors l’ensemble M se 
trouve simultanément en correspondance biunivoque avec M1. Mais M1, comme partie de N, 
est aussi dans tous les cas une partie de M. M serait aussi ici équivalent à une de ses parties, 
à l’encontre de l’hypothèse. 

Démonstration de E. Il sera supposé l’exactitude du théorème jusqu’à un certain ν 
et conclu alors comme suit à sa validité pour le suivant ν + 1. 

Comme ensemble de nombre cardinal ν + 1 a été posé Eν = (e0, e1, …, eν). Si le théorème 
est exact pour cet ensemble, sa validité suit immédiatement (§ 1) pour tout autre ensemble de 
même nombre cardinal ν + 1. Soit E’ une partie quelconque de Eν ; nous distinguons les cas 
suivants : 

1) E’ ne contient pas l’élément eν, alors Eν est soit Eν − 1 soit une partie de Eν − 1 ; il a alors 
pour nombre cardinal soit ν soit un des nombres 1, 2, 3, …, ν − 1, puisque nous supposons 
notre théorème exact pour l’ensemble Eν − 1 de nombre cardinal ν. 

2) E’ consiste en l’unique élément eν, alors 1' =E . 
3) E’ consiste en eν et un ensemble E’’, de sorte que E’ = (E’’, eν). E’’ est une partie de 

Eν − 1 et a donc pour nombre cardinal, conformément à l’hypothèse, un des nombres 
1, 2, 3, …, ν − 1. 

Mais comme 1''' += EE , E’ a par conséquent pour nombre cardinal un des nombres 
2, 3, …, ν. 

Démonstration de A. Chacun des ensembles que nous avons désignés par Eν a la 
propriété de n’être équivalent à aucune de ses parties. Car si on suppose que cela est exact 
pour un certain ν, il suit du théorème D que cela l’est aussi pour le suivant ν + 1. 

Mais pour ν = 1, on reconnaît immédiatement que l’ensemble E1 = (e0, e1) n’est 
équivalent à aucune de ses parties, qui sont ici (e0) et (e1). 

                                                                 
4. [N.D.T.] L’énoncé de ce théorème est incorrect. Cantor y parle à deux reprises d’une égalité entre puissance 
d’un ensemble et partie de cet ensemble, alors qu’il veut parler d’une égalité entre puissance d’un ensemble et 
puissance d’une partie de cet ensemble. La même faute réapparaît dans la démonstration. 
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Si nous considérons maintenant deux nombres quelconques µ et ν de la suite 1, 2, 3, …, 
où µ précède ν, alors Eµ  − 1 est une partie de Eν − 1 ; Eµ  − 1 et Eν − 1 ne sont par conséquent pas 

équivalents et leurs nombres cardinaux 1−= µµ E  et 1−= νν E  ne sont donc pas égaux.  
Démonstration de B. Si des deux nombres cardinaux finis µ et ν, le premier précède 

le second, alors µ < ν. En effet, si nous considérons les deux ensembles 1−= µEM  et 

1−= νEN , ils satisfont à chacune des deux conditions du § 2 pour M  < N . La condition 1) 
est satisfaite, puisque d’après le théorème E, une partie de M = Eµ  − 1 ne peut avoir qu’un des 
nombres cardinaux 1, 2, 3, …, µ − 1, donc d’après le théorème A, être équivalent à l’ensemble 
N = Eν − 1. La condition 2) est satisfaite puisque ici M lui-même est une partie de N.   

Démonstration de C. Soit a un nombre cardinal plus petit que ν + 1. En vertu de la 
condition 2) du § 2, il y a une partie de Eν de nombre cardinal a. D’après le théorème E, une 
partie de Eν ne peut avoir pour nombre cardinal que 1, 2, 3, …, ν.  

a est donc égal à l’un des nombres 1, 2, 3, …, ν. 
D’après le théorème B, aucun d’eux n’est plus grand que ν. 
Par suite, il n’y a aucun nombre cardinal a qui soit plus petit que ν + 1 et plus grand 

que ν. 
Le théorème suivant est très important pour la suite : 
F. « Si K est un ensemble quelconque de nombres cardinaux finis distincts, il y en a un parmi 

eux, χ1, qui est plus petit que les autres et est donc le plus petit de tous. » 
Démonstration. Soit l’ensemble K contient le nombre 1, qui est alors le plus petit et 

χ1 = 1, soit non. Dans ce dernier cas, soit J la collection de tous les nombres cardinaux de notre 
suite 1, 2, 3, …, qui sont plus petits que ceux de K. Si un nombre ν appartient à J, tous les 
nombres < ν appartiennent aussi à J. Mais J doit contenir un élément ν1 tel que ν1 + 1 et par 
suite aussi tous les nombres plus grands n’appartiennent pas à J, puisque sinon J contiendrait 
la totalité de tous les nombres finis, alors que les nombres appartenant à K ne sont pourtant 
pas contenus dans J. J n’est donc rien d’autre que le segment (1, 2, 3, …, ν1). Le nombre ν1 + 1 
est nécessairement un élément de K et il est plus petit que les autres. 

De F on déduit : 
G. « Tout ensemble K = {χ} de nombres cardinaux finis distincts peut être mis sous la forme 

d’une suite 
     K = (χ1, χ2, χ3, …) 
telle que 
     χ1 < χ2 < χ3 < … »   

 
 
 

§ 6. 
LE PLUS PETIT NOMBRE CARDINAL TRANSFINI ALEPH-ZÉRO 

 
Les ensembles dont le nombre cardinal est fini sont dits « ensembles finis » ; nous 

appellerons tous les autres « ensembles transfinis » et leurs nombres cardinaux « nombres 
cardinaux transfinis ». 

La totalité de tous les nombres cardinaux finis ν nous offre l’exemple le plus immédiat 
d’ensemble transfini ; nous appellerons son nombre cardinal (§ 1) « aleph-zéro », en signe ℵ0, 
que nous définissons donc par 
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(1)      { }ν=ℵ0 . 
Que ℵ0 est un nombre  transfini, c.-à-d. qu’il n’est égal à aucun nombre fini, suit du simple fait 
que, si on adjoint à l’ensemble {ν} un nouvel élément e0, l’ensemble-réunion ({ν}, e0) est 
équivalent à l’ensemble originel {ν}. On peut en effet imaginer entre les deux la 
correspondance biunivoque par laquelle à l’élément e0 du premier correspond l’élément 1 du 
second, à l’élément ν du premier l’élément ν + 1 de l’autre. D’après le § 3, nous avons par 
conséquent 
(2)      ℵ0 + 1 = ℵ0. 
Mais il a été montré au § 5 que µ + 1 est toujours différent de µ, donc ℵ0 n’est égal à aucun 
nombre fini µ. 

 Le nombre ℵ0 est plus grand que tout nombre fini µ : 
(3)      ℵ0 > µ. 

Cela résulte, compte tenu du § 3, de ce que )...,3,2,1( µµ = , de ce qu’aucune partie de 
l’ensemble (1, 2, 3, …, µ) n’est équivalente à l’ensemble {ν} et de ce que (1, 2, 3, …, µ) est lui-
même une partie de {ν}. 

D’autre part, ℵ0 est le plus petit nombre cardinal transfini. 
Si a est un nombre cardinal transfini quelconque différent de ℵ0, on a toujours  

(4)      ℵ0 < a. 
Cela repose sur les théorèmes suivants : 
 A. « Tout ensemble transfini T a des parties de nombre cardinal ℵ0. » 
 Démonstration. Si on sépare de T, selon une règle quelconque, un nombre fini 
d’éléments t1, t2, … tν − 1, il reste toujours la possibilité d’en retirer un de plus tν. L’ensemble 
{tν}, où ν désigne un nombre cardinal fini arbitraire, est une partie de T de nombre cardinal 
ℵ0, puisque {tν} ∼ {ν} (§ 1). 
 B. « Si S est un ensemble transfini de nombre cardinal ℵ0, S1 une partie transfinie quelconque 

de S, on a aussi 01 ℵ=S . » 
 Démonstration. Supposons que S ∼ {ν}. Si nous désignons par sν l’élément de S 
associé à l’élément ν de {ν} sur la base d’une loi de correspondance entre ces deux ensembles, 
alors 
      S = {sν}. 
La partie S1 de S consiste en certains éléments sχ de S, et la totalité de tous les nombres χ 
forme une partie transfinie K de l’ensemble {ν}. D’après le théorème G, § 5, l’ensemble K peut 
être mis sous la forme d’une suite 
      K = {χν}, 
où      χν < χν + 1, 
par suite, on a aussi 
      S1 = {

νχs }. 

Il s’ensuit que S1 ∼ S et donc que 01 ℵ=S . 
De A et B résulte la formule (4), compte tenu du § 2. 
On conclut de (2), en ajoutant 1 des deux côtés 
      ℵ0 + 2 = ℵ0 + 1 = ℵ0, 

et, en itérant, 
(5)      ℵ0 + ν = ℵ0. 
Mais nous avons aussi 
(6)      ℵ0 + ℵ0 = ℵ0. 
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En effet, d’après (1) § 3, ℵ0 + ℵ0 est le nombre cardinal { } { }),( νν ba , puisque 

      { } { } 0ℵ== νν ba  
  Or on a évidemment 
     {ν} = ({2ν − 1}, {2ν}), 
     ({2ν − 1}, {2ν}) ∼ ({aν}, {bν}), 
donc 

      { } { } { } 0),( ℵ== ννν ba . 
L’égalité (6) peut aussi s’écrire : 
      ℵ0 . 2 = ℵ0 

et, en ajoutant plusieurs fois ℵ0 des deux côtés, on trouve que 
(7)     ℵ0 . ν = ν . ℵ0 = ℵ0. 
Mais nous avons aussi 
(8)      ℵ0 . ℵ0 = ℵ0. 

Démonstration. D’après (6) du § 3, ℵ0 . ℵ0 est le nombre cardinal de l’ensemble-
liaison 

      {(µ, ν)}, 
où µ et ν sont deux nombres cardinaux finis arbitraires, indépendants l’un de l’autre. Si λ est 
aussi un nombre cardinal fini arbitraire (de sorte que {λ}, {µ} et {ν} ne sont que des manières 
différentes de désigner la même totalité de tous les nombres cardinaux finis), nous devons 
montrer que 
      {(µ, ν)} ∼ {λ}. 
Si nous désignons µ + ν par ρ, alors ρ prend toutes les valeurs numériques 2, 3, 4, …, et il y a 
en tout ρ − 1 éléments (µ, ν) pour lesquels µ + ν = ρ, à savoir : 
   (1, ρ − 1),  (2, ρ − 2), … (ρ − 1, 1). 
Si, dans cette succession, on pose tout d’abord l’élément (1, 1) pour lequel ρ = 2, puis les deux 
éléments pour lesquels ρ = 3, puis les trois éléments pour lesquels ρ = 4, etc., on obtient tous 
les éléments (µ, ν) sous forme d’une suite simple : 
 (1, 1) ;  (1, 2), (2, 1) ; (1, 3), (2, 2), (3, 1) ; (1, 4), (2, 3), …, 
et l’élément (µ, ν) apparaît ici, comme on le voit facilement, à la λe place, où 

(9)    
2

)2)(1( −+−+
+=

νµνµ
µλ . 

λ prend chacune des valeurs numériques 1, 2, 3, … une fois ; il existe donc, en vertu de (9), 
une relation biunivoque entre les deux ensembles {λ} et {(µ, ν)}. 

 Si on multiplie les deux côtés de l’égalité (8) par ℵ0, on obtient ℵ03 = ℵ02 = ℵ0 et, par 
multiplication répétée par ℵ0, l’égalité satisfaite par tout nombre cardinal fini ν : 
(10)      ℵ0

ν = ℵ0. 
Les théorèmes E et A du § 5 mènent au théorème sur les ensembles finis : 
C. « Tout ensemble fini E est tel qu’il n’est équivalent à aucune de ses parties. » 
Ce théorème est précisément opposé au suivant, relatif aux ensembles transfinis : 
D. « Tout ensemble transfini T est tel qu’il a des parties T1 qui lui sont équivalentes. » 
Démonstration. D’après le théorème A de ce paragraphe, il y a une partie S = {tν} de 

T dont le nombre cardinal est ℵ0. Soit T = (S, U), de sorte que U est composé des éléments de 
T qui sont distincts des éléments tν. Si nous posons S1 = {tν + 1} et T1 = (S1, U), alors T1 est une 
partie de T, à savoir celle résultant de T par séparation de l’unique élément t1. Comme S ∼ S1 
(théorème B de ce paragraphe) et U ∼ U, on a aussi (§ 1) T∼ T1. 
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Ces théorèmes C et D mettent le plus distinctement en lumière la différence essentielle 
entre les ensembles finis et transfinis, que j’indiquais déjà en 1877 dans le tome 84 du Journal 
de Crelle, p. 2425. 

Après que nous avons introduit le plus petit nombre cardinal transfini ℵ0 et dérivé ses 
propriétés les plus immédiates, se pose la question des nombres cardinaux supérieurs et de 
leur engendrement à partir de ℵ0. 

On montrera que les nombres cardinaux transfinis peuvent être ordonnés selon leur 
grandeur et forment, dans cet ordre, comme les nombres cardinaux finis, quoiqu’en un sens 
plus étendu, un « ensemble bien ordonné ». 

De ℵ0 naît, d’après une loi déterminée, le nombre cardinal immédiatement supérieur ℵ1 ; 
de ce dernier, d’après la même loi, le nombre cardinal immédiatement supérieur ℵ2, et ainsi de 
suite. 

Mais la suite illimitée de nombres cardinaux 
    ℵ0, ℵ1, ℵ2, …, ℵν, … 

n’épuise pas le concept de nombre cardinal transfini. Nous prouverons l’existence d’un 
nombre cardinal que nous désignerons par ℵω et qui se présente comme le nombre cardinal 
immédiatement supérieur à tous les ℵν ; de ce dernier naît, de la même manière que ℵ1 de ℵ0, un 
nombre cardinal immédiatement supérieur ℵω + 1, et ainsi de suite indéfiniment. 

Pour tout nombre cardinal transfini a, il y en a un immédiatement supérieur, qui en résulte 
d’après une loi uniforme ; mais aussi, pour tout ensemble {a} illimité, croissant et bien 
ordonné de nombres cardinaux transfinis a, il y en a un immédiatement supérieur, qui en 
résulte de manière uniforme. 

Pour un fondement rigoureux de ce qui fut découvert en 1882 et énoncé dans l’ouvrage 
Grundlagen einer allgemein Mannigfaltigkeitslehre et le tome 21 des Mathematische Annalen6, 
nous nous servirons de ce que nous appelons les « types d’ordre », dont nous devons tout 
d’abord exposer la théorie dans les paragraphes suivants. 
 

                                                                 
5. [N.D.T.] Cantor, « Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre », Journal de Crelle 84, 1878, p. 242-258 ; trad. 
française : « Une contribution à la théorie des ensembles », Acta Mathematica 2, 1883, p. 311-328. 
6. [N.D.T.] La première référence est la publication sous forme d’ouvrage de l’article mentionné dans la 
seconde : Grundlagen einer allgemein Mannigfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-philosophischer Versuch in der 
Lehre des Unendlichen, Leipzig, Teubner, 1883 pour l’ouvrage ; « Über unendliche lineare 
Punktmannigfaltigkeiten », Mathematische Annalen 21, 1883, p. 545-586 pour l’article. Trad. françaises 
partielles : Acta Mathematica 2, 1883, p. 381-408 ; Cahiers pour l’analyse 10, 1969, p. 35-52. 
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